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2021年 2月 13日

略解です。必要と思った場所には正式な回答を書く予定です。多くの場合、約分や

展開、連立方程式や二次方程式といった細かい計算は大幅に省略しています問 1から

順に書いていく予定です。まだまだ書きかけです。

問 1

(1)

(x− y − z)(x− y + z)

(2)

(x− 2)(x− 3)

(3)

(3x+ 2)(4x+ 5)

(4)

(x+ 3)(x2 + 1)

問 2

(1)

x =
−5±

√
13

6

(2)

(x2 − 1)(x2 − 4) = 0より、x = ±1,±2



問 3

(1) 偽

(2) 偽。必要条件である。P が成り立てば Qが成り立つということは、見方を変

えれば P が成り立つためには最低限 Qは成り立つ必要がある。その意味で必

要条件である。

(3) 偽。このような整数 xは存在しない

(4) 偽。包含関係の式が逆。

問 4

y − 2 =
2− 4

1− (−3)
(x− 1)より y = −1

2
x+

5

2

問 5

全部で 27通りの手の出され方があって、あいこになるのは全員同じ手のが 3通り

と、全員が違う手を出すのが 3! = 6通りあるので、求める確率は 1
3

問 6

5
√
2cm

問 7

(1) 24 = 23 × 3なので、約数の個数は (3 + 1)× (1 + 1) = 8個あり、その総和は

(20 + 21 + 22 + 23)(30 + 31) = 60である。

(2) 約数の個数は 6個であり、総和は 63

(3) 約数の個数は 32個であり、総和は 3600

問 8

(1) 180 = 22325である。素因数 3が含まれている約数の個数を数え上げる。3が

一つ含まれている約数は 3× 2 = 6個であり、3が二つ含まれていえる約数も

6個であるから、合わせて 12個

(2) 1 + p



問 9

xの降べきの順に並び替えて因数分解する。

xy + 1 + x+ y + xy2 + x2 + x2y + x2y2 + y2

=x2 + yx2 + y2x2 + yx+ x+ y2x+ y2 + y + 1

=(y2 + y + 1)x2 + (y2 + y + 1)x+ (y2 + y + 1)

=(y2 + y + 1)(x2 + x+ 1)

問 10

(1)

中にある絶対値から外していく。x− 2 ≥ 0のとき、つまり、x ≥ 2の時を考える。

このとき、
|x− 2− 3| = 2

となるから、
|x− 5| = 2

となる。ここの絶対値でも場合分けが必要になる。x− 5 ≥ 0つまり、x ≥ 5のとき、

x− 5 = 2

となるから、x = 7である。いっぽう、x− 5 ≤ 0となるとき、つまり 2 ≤ x ≤ 5と

なるとき、
−x+ 5 = 2

となるから、x = 3である。

一方、x− 2 < 0のとき、つまり、x < −2のとき、

| − x+ 2− 3| = 2

となるから、
| − x− 1| = 2

となる。ここでも同様に、もう一度絶対値を外すための場合分けが必要になる。

−x− 1 ≥ 0すなわち、−1 ≥ xのとき、

−x− 1 = 2

となるから、
x = −3



である。もう一つの −x− 1 < 0のとき、つまり、−1 < xの場合についても考えな

ければならないが、いま、x < −2という場合において考えているので、−1 < xと

いうのは不適である。

以上により、解は x = 7,±3

(2)

||x − 1||についてよく観察してみると、|x − 1|は必ず 0以上であるから、外側の

絶対値はそのまま外れる。つまり、

||x− 1|| = |x− 1|

である。よって、問題の式は
|x− 1| < 2

であるが、これは、
−2 < x− 1 < 2

のことなので*1、求める範囲は
−1 < x < 3

である。

問 11 奥が深いぞ絶対値

【ここは説明です】f, g を何らかの式とします。このとき「f ≦ g であることを証

明しなさい」、という問題が出されたとします。こういう問題の証明方法はいくつか

あります。基本的には g − f を計算して、その結果 0以上になればよいです。

(1) 例題

x > 1であるとき、x2 > xであることを証明しなさい。

[解答]

x2 − x > 0となることを確かめればよいから、実際に計算をして確かめてみる。

x2 − x = x(x− 1)

となるが、x > 1だから x(x− 1) > 0となる。

*1 絶対値は、原点からの距離を表すものだった。いまそれが 2未満ということは、x− 1は −2から
2までの中に無いとおかしい



(2) 三角不等式の特別な形

xは実数とする。
|x+ 1| ≦ |x|+ 1

であることを証明しなさい。*2

(3)

x, y は実数とする。
|xy| = |x||y|

であることを証明しなさい。*3

(4)

二つのグラフ、y = | − x2 + 2x− 3|、と、y = −xは交点を持つか？持つ場合はそ

の交点の座標を求めなさい。*4

問 12 センター試験２０１９年改題

a, bはともに正の実数とする。xの 2次関数

y = x2 + (2a− b)x+ a2 + 1

のグラフを Gとする。

(1)

グラフ Gの頂点の座標を求めなさい。

*2 この問題の証明は難しい気がするので一人で太刀打ちできなさそうなら、本やネットで調べてみて
ください。

*3 左辺は |xy| = xy の場合と |xy| = −xy になる場合があります。前者はつまり、xy ≧ 0 となっ
ている場合です。xy ≧ 0 とはつまり掛け算が 0 もしくは正なので、x, y の符号が同じというこ
とになります。後者はつまり、xy < 0 となっている場合です。xy < 0 とはつまり掛け算が負な
ので、x, y の符号が異なる場合ということになります。さて、この「x, y の符号が異なる」という
場合について考えてみましょう。この時は、先ほども見たように、|xy| = −xy となります。この
時、右辺の |x||y|は本当に −xy になるかどうかを確かめなければなりません。|x|や |y|があるの
で、ここでも場合分けが必要になります。たとえば「|x| = x である場合」を考えましょう。つま
り、x ≧ 0である場合を考えます。なんと、このとき自動的に y < 0となります。なぜなら、今は
「x, y は異符号」という場合で考えていたからです。したがって、|y| = −y となります。したがっ
て、|x||y| = x(−y) = −xy となります。よって、「x, y は異符号でありさらに x ≧ 0」ある場合は
|xy| = |x||y|がちゃんと成立しています。このような場合分けをほかのすべての場合において確認
してください。

*4 絶対値が付いている方は、絶対値の中身を平方完成してみよう。



(2)

グラフ Gは点 (−1, 6)を通るとする。bを aを用いた式で表しなさい。

(3)

横軸を a軸、縦軸を b軸として、(2)で求めた式のグラフを書きなさい。

(4)

bの最大値を求めなさい。また、このときの aの値を求めなさい。

問 13

aは実数とする。関数 f(x) = ax2 + (1− 2a)xは次の二つの条件を満たしている。

1. −3 ≦ x < 0のとき、f(x) ≧ −1

2. x ≧ 0のとき、f(x) ≧ 0

この二つが成り立つような aの範囲を求めたい。*5

(1)

a = 0のとき、上記 1.、2.の条件は満たされるかを確認しなさい。

(2)

a < 0のとき、上記 1.、2.の条件は満たされるかを確認しなさい。

(3)

これ以降の問題は a > 0として考えていく。f(x)の左辺を xについて因数分解し

なさい。

(4)

関数 f(x)のグラフを Gとする。グラフ Gの頂点の座標を求めなさい。

*5 各問題についての状況に合わせたお絵かきをしながら考えよう。



(5)

方程式 f(x) = 0が重解をもつとき、aの値を求めなさい。

(6)

方程式 f(x) = 0が相異なる二つの解をもつときの aの範囲を求めなさい。

(7)

2.の条件を満たす aの範囲を求めよ。

(8)

グラフ Gの軸が −3以上でかつ、0より小さいとき、aの値の範囲を求めなさい。

(9)

aが (8)の範囲であるとき、1.の条件を満たす aの範囲を求めなさい。

(10)

グラフ Gの軸が −3より小さいとき、aの値の範囲を求めなさい。

(11)

aが (10)の範囲であるとき、1.の条件を満たす aの範囲を求めなさい。

(12)

1.2.をともに満たす aの条件を求めなさい。

9/13 問題

問 14

A,B,C君の三人でじゃんけんをする。

(1)

一回じゃんけんをする。このとき、あいこになる確率を求めなさい。



(2)

二回じゃんけんをする。このとき、A君が二連勝する確率を求めなさい。

(3)

二回じゃんけんをする。このとき、少なくとも誰か一人が二連勝する確率を求めな

さい。

問 15

関数 f(x) = −x2 + 2ax− (a−
√
3)(a+

√
3)を考える。定義域は 0 ≦ x ≦ 3とす

る。f(x)の最大値を求めなさい。(aの値によって場合分けすること)

問 16

⌈x⌉は xより大きい最小の整数とする。たとえば、⌈3.1⌉は 4で、⌈2.9⌉は 3であ

る。これを踏まえて次の問いに答えなさい。

(1)

1

3−
√
7
の小数部分を b、a =

⌈ 1

3−
√
7

⌉
とする。

(a)

aの値を求めなさい。

(b)

a4 − b4 の値をもとめなさい。*6

問 17

毎秒 30m の速さ*7で真上に球を投げ上げる。t 秒後、地面から測った球の高さを

hmとする。このとき、hは tを用いて次のように表すことができる。

h = 30t− 5t2

という式で計算できる。

*6 計算頑張ってください
*7 一秒で 30メートルも進むので結構全力ですね



(1)

球の高さが最も高くなるのは、投げ上げてから何秒後か。また、そのときの球の高

さを求めなさい。

(2)

球の高さが 40m以上であるのは、投げ上げてから何秒後から何秒後までか。

問 18 方べきの定理

円 Oがある。二本の直線 L1, L2 がこの円と交わっている。直線 L1 と円 Oとの交

点は二つあるとする。それぞれ、点 A,点 B とする。直線 L2 に関しても、円 Oとの

交点は二つあるとする。それぞれ、点 C,点 D とする。直線 L1 と直線 L2 の交点を

点 E とする。点 E は円 O の内部にあるとする。

(1)

△AEC と△DEB が相似であることを証明しなさい。

(2)

AE ×BE = CE ×DE

であることを証明しなさい。なお、AE とは線分 AE の長さを表している。

問 19

△ABC の辺 BA 上に点 D、辺 CA 上に点 E がある。△ABC の面積を S1、

△ADE の面積を S2 とおく。

S2 = S1 ×
AD

AB
× AE

AC

であることを証明しなさい。

問 20 以下の問いに答えなさい。

以下の問いにおいて、θ は角度を表すとし、断りがない限り 0◦ < θ < 90◦ である

とする。



(1)

△ABC は ∠ABC = 60◦,∠ACB = 90◦ の直角三角形である。sin(∠BAC) の値

を求めなさい。

(2)

辺 AB の長さは 4
√
3とする。△ABC の面積を求めなさい。

(3)

△DEF は ∠DEF = θ,∠DFE = 90◦ の三角形である。各辺の長さは DE =

f,EF = d, FD = e であるとする。sin θ, cos θ, tan θ をそれぞれ d, e, f を用いて表

しなさい。

(4)

∠EFD の大きさを θ を用いて表しなさい。

(5)

sin(∠EFD), cos(∠EFD)を e, f, dを用いて表せ。

(6)

sin(90◦ − θ) = cos θ

cos(90◦ − θ) = sin θ

tan(90◦ − θ) =
1

tan θ

であることを証明しなさい。(前問までに解いたことを利用すればよい。)

問 21 練習問題

(1)

連立不等式 {
x2 − 8x+ 7 ≦ 0

2x2 − 7x+ 1 > 0

を解きなさい。



(2)

3 % の食塩水 100gに 9%の食塩水を加えて 7%以上の食塩水を作るには、9%の食塩

水を何 g以上加える必要があるかもとめよ。

(3)

1 ≦ x ≦ 3において、二次関数 y = x2 − 2ax+ 3aが常に正となるような aの値の

範囲を求めなさい。

(4)

1000 から 9999 までの四桁の自然数のうち、1000 や 1212 のようにちょうど二種

類の数字から成り立っているものの個数を求めなさい。

(5)

袋 Aの中には赤玉と白玉がそれぞれ 4つずつ入っている。袋 Bの中には赤玉が 3

つと白玉が 2つ入っている。以下の確率をそれぞれ求めなさい。

• 袋 Bから 2つの玉を取り出すとき、赤玉と白玉が一つずつになる確率。

• 袋 Aから 3つの玉を取り出し、袋 Bから 2つの玉をとりだす。取り出した 5

つのうち赤玉が 3つである確率。

問 22

aを実数とする。放物線 y = ax2 と直線 y = x− aの交点の個数を調べなさい。*8

問 23

放物線 y = x2 + ax+ 2が、二点 A(0, 1)、B(2, 3)を結ぶ線分と異なる二点で交わ

る。このとき、aの値の範囲を求めなさい。

問 24

SUUGAKU の七文字を一列に並べるとき、次の確率を求めなさい。

1. 同じ文字が一続きに並ぶ確率

*8 a = 0のときのみ別に場合分けして考える。



2. 子音が隣り合わない確率

問 25

一個のサイコロを投げて 4以下の目が出るとコマを 1つ進め、5以上の目が出れば

コマを動かさないというすごろくゲームをする。いま、あと 4つ進むと上がりになる

ところにコマがある。次の確率を求めなさい。

1. サイコロを投げる回数が 4回で上がりになる、すなわち最短で上がれる確率

2. サイコロを投げる回数がちょうど 5回で上がりになる確率。

3. サイコロを投げる回数が 6回以内で上がりとなる確率。

問 26

△ABC の三つの角の大きさをそれぞれ A,B,C とする。次の等式が成り立つこと

を証明しなさい。*9

1. sin A+B
2 = cos C

2

2. tan A+B
2 tan C

2 = 1

3. sin2 A+ sin2 B + sin2(90◦ −A) + sin2(90◦ −B) = 2(tan2 C)× cos2 C
1−cos2 C

問 27

次の値を求めよ。

sin 45◦, cos 90◦, tan 135◦

− cos 150◦, sin 120◦, sin 0◦

問 28

一次関数 y =
√
3(x + 1)がある。このグラフと x軸、y 軸との交点をそれぞれ点

A、点 B と置く。原点を O とする。

(1)

点 A、点 B の座標をそれぞれ求めよ。

*9 1.,2. は A+ B + C = 180◦ であることを利用する。3. の右辺は tan2 A = 1
cos2 A

− 1 であるこ
とを利用する。



(2)

∠OAB の大きさを求めよ。

問 29

0◦ < θ < 180◦ とする。

(1)

sin θ =
1√
2
のとき、θ の値を求めよ。

(2)

cos θ ≥ 1√
2
のとき、θ の値の範囲を求めよ。

問 30

下の図において ∠BAC = 45◦,∠BCA = 60◦ である。AB = 2
√
2 である。点 F

は辺 AB の中点である。∠FEA = 30◦ である。このとき、AC = 2 + 2√
3
であるこ

とが分かっている。以下の問いに答えなさい。

B

F

A C

E

D

(1)

∠ABC の大きさと ∠AFE の大きさをそれぞれ求めよ。



(2)

sin 75◦ の値を求めよ。有理化して答えること。

(3)

sin∠AFE の値を求めよ。有理化して答えること。

(4)

AE の長さを求めよ。

(5)

BC の長さを求めよ。

(6)

CD = CE、DB = DF であることをそれぞれ証明せよ。

(7)

CD の長さを求めよ。

(8)

ED の長さを求めよ。

問 31 以下の問いに答えなさい

(1) 因数分解せよ

1. (x2 + 5x)2 + 10(x2 + 5x) + 24

2. x2 − xy + 2yz − 4z2

(2)

y = x2 − 2ax+ 1の 0 ≦ x ≦ 1における最大値と最小値を求めよ。



(3)

nを 7で割ったあまりが 2または 4であるとき、n2 + n + 1は 7で割り切れるこ

とを証明しなさい。

(4)

1800の正の約数の個数は何個あるか。また、それらの総和を求めなさい。

(5)

実数 x, y が 2x+ y = 3を満たしながら変化するとき、y2 + x2 の最小値を求めな

さい。

(6)

△ABC において b cosA = a cosB であるとき、△ABC はどのような三角形か答

えなさい。

(7)

AB = AC である二等辺三角形 ABC を考える。辺 AB の中点を M とし、辺

AB を延長した直線上に点 N を AN : BN = 2 : 1 となるように取る。このとき、

∠BCM = ∠BCN になることを証明せよ。

問 32 以下の問いに答えよ

(1)

方程式
162x+ 125y = 1

の解を全て求めなさい。

(2)

246と 36の最大公約数を求めなさい。また、最小公倍数も求めなさい。

(3)

1011(2) + 10111(2) の値を 10進数で求めなさい。



(4)

16進数において使われる記号は小さいものから順に

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b, c, d, e, f

である。このとき、a3(16) を 10進数で表せ。

(5)

10進数において 21を 4進数で表せ。

(6)

nは自然数とする。n3 − nは 6で割り切れることを証明せよ。

問 33 以下の問いに答えよ

(1)

次の等式は xについての恒等式であるという。定数 a, b, cの値を求めよ。

3x+ 4

x(x2 + 2)
=

a

x
+

bx+ c

x2 + 2

(2)

整式 P (x)を (x+ 3)で割ると −15余り、(x− 2)で割ると 10余るという。P (x)

を (x+ 3)(x− 2)で割った時の余りを求めなさい。

(3)

(3x2 + x− 2)5 を展開したときの x6 の係数を求めなさい。

(4)

1

1 +
1

1 +
1

a+ 1

を計算せよ。



(5)

実数 a, b, cが
b+ c

a
=

c+ a

b
=

a+ b

c

を満たすとき、この式の値を求めよ。

(6)

nを偶数とする。

nC0 + nC1 × (−2) + nC2 × (−2)2 + · · ·+ nCn−1 × (−2)n−1 + nCn × (−2)n

の値を求めよ。

問 34

放物線 lは、放物線 y = −x2 を x軸方向に +2、y 軸方向に +6 平行移動させたも

のである。放物線 l の xの変域 (定義域)は a ≦ x ≦ a+ pである。ただし、ここで

p > 0である。放物線 lの式を f(x) = −x2 + bx+ cとする。このとき、以下の問い

に答えよ。

(1)

b, cの値をそれぞれ求めなさい。

(2)

f(a), f(2), f(a+ 1), f(a+ p)をそれぞれ計算せよ。

(3)

p = 2とする。aの値について場合分けをし、この範囲における放物線 l の最大値

を求めよ。また、最小値も求めよ。

(4)

a ≦ 2 ≦ a+ pのとき、すなわち − p ≦ a ≦ の時を考える。直線 sは放物線

l の頂点とただ一点で交わる。直線 s の式は y = である。したがって、直線 s

の傾きは である。直線 r は 2点 (a, f(a)), (a + p, f(a + p))を通る。この二点の

間の変化の割合を計算すると である。この直線の式を y = g(x)とおけば、

g(x) = ( )x+ である。



さて、放物線 lの定義域を限りなく狭めてみよう。つまり、pの値を限りなく 0に

近づけるのである。ここでは話を簡単にするために p = 0 とみなすことにしよう。

このとき、g(x) = となる。

問 35

△ABC において (b− c) sin2 A = b sin2 B − c sin2 C が成立している。

(1)

正弦定理を用いて sin2 B
b2 , sin2 C

c2 をそれぞれ a,Aを用いて表せ。

(2)

(b− c)a2 = b3 − c3 が成り立つことを示せ。仮定の式の両辺に a2 をかけて、両辺

を sin2 Aで割ればよい。

(3)

(2)より、 = 0が成立する。空欄を因数分解した形で埋めよ。

(4)

△ABC としてあり得るはどのような三角形か。すべて答えよ。

問 36

1辺の長さが 1の正三角形 ABC を底面とする四面体 OABC を考える。ただし、

OA = OB = OC = aであり、a ≧ 1とする。頂点 O から△ABC におろした垂線

の足を H とする。

(1)

AH = BH = CH を証明せよ。三角形の合同を利用する。

(2)

(1)より H は △の外心になる。すなわち、H は △ABC の外接円の中心である。

このことに注意して AH の長さを求めよ。



(3)

△OAH に注目することにより、OH の長さを aを用いて表せ。

(4)

四面体 OABC が球 S に内接しているとする。この球の半径 r を aを用いて表す

ことを考えよう。

さて、立体を考えるときの常套手段として、立体を特定の平面で切断して考えるこ

とが多い。今回は線分 OAを通り、△ABC と垂直に交わる平面 (この平面を l と名

付ける)でこの球を切断する。切断面は当然、円になる。この円を X と名付けよう。

四面体は球に内接しているという仮定があるから、線分 AH は円 X の弦である。ま

た、線分 OH は△ABC と垂直に交わる線分である。したがって、この線分は平面 l

上に存在する。

さて、線分 OH 上に OP = AP となるような P を取ることは可能であろう*10。

この点 P はいったん記憶の片隅に置いてほしい。今の流れと同じことを別の切断面

に関しても行うことにしよう。線分 OB を通り、△ABC と垂直に交わる平面 (この

平面をmと名付ける)でこの球を切断する。以下、同様の流れを経ることにより、結

局、線分 OH 上に OQ = BQ となるような Qを取ることは可能であるということ

が分かる。しかし、これらには「図形の対称性」があるので、実は OP = OQであ

ることが分かる。つまり、P = Q、二つの点は同一のものである。したがって

OP = AP = BP

となる点が線分 OH 上に存在するということが分かる。まったく同様にして考える

と、結局は
OP = AP = BP = CP

となる点が線分 OH 上に存在するということが分かる。四点 O,A,B,C は球

S に内接している点なので、点 P はこの球の中心ということになる。つまり、

OP,AP,BP,CP たちはこの球の半径ということになる。

(a)

PH を r, aを用いて表せ。

(b)

△APH に三平方の定理を適用し、r を aを用いて表せ。

*10 具体的な場所を求めるのではなく、そのような点 P は存在するということだけを確認したい



問 37

nを自然数、0 ≦ r ≦ nとする。

(1)

nCr, nPr の定義を階乗の記号を用いて書きなさい。

(2)

nCr = nCn−r を証明せよ。

(3)

この問題においては 4 ≦ nとする。nC0 < nC1 < nC2 を証明せよ。

(4)

nCr

nCr+1
を計算せよ。

(5)

nを偶数とする。r ≦ n
2 とする。

nCr ≦ nCr+1

を証明せよ*11。

問 38

A,B,Cの三人がそれぞれサイコロを 1個振る。次の問いに答えよ。

(1)

3人とも同じ目の出る確率を求めよ。

(2)

3人とも互いに異なる目の出る確率を求めよ。

*11 難しいです。一緒にやりましょう。



問 39

(1)

a
b = b

c のとき、次が成立することを証明せよ。

(a+ b+ c)(a− b+ c) = a2 + b2 + c2

(2)

a ≥ b, x ≥ y のとき、次の不等式を証明せよ。また、=が成立するのはどのような

ときか。
(a+ b)(x+ y) ≤ 2(ax+ by)

(3)

次の不等式をそれぞれ証明せよ。√
a2 + b2 ≤ |a|+ |b| ≤

√
2
√

a2 + b2

(4)

実数 a, b, c, dが a + b = c + d, a2 + b2 = c2 + d2 を満たしているとする。このと

き、

a = c

b = d
もしくは

a = d

b = c
であることを証明せよ。

問 40

(1)

0 ≤ p ≤ q のとき、 p
1+p ≤ q

1+q であることを示せ。

(2)

全ての実数 p, q について

|p+ q|
1 + |p+ q|

≤ |p|
1 + |p|

+
|q|

1 + |q|

であることを示せ。*12

*12 三角不等式のようになっている



問 41 複素数について

(1) 導入

教科書を読んだり、授業が進んでいると思うので知っていると思いますが簡単に説

明をかいておきます。今までではどんな数でも二乗すると、その計算結果は必ず 0も

しくは正の数でした。負の数になることはありませんでした。

さて、数学という学問は「今までの概念や考え方をさらに拡げて新たな理論を展開

する」ということをしばしばします。今までの例でいえば、中学一年生で習った「負

の数」や中学三年生で習った「無理数」がそれです。

拡張前 → 拡張後

小学 4年頃 (?) 自然数 → 正の有理数 (分数)

中学一年 正の数 → 負の数

中学三年 有理数 → 実数 (有理数＋無理数)

数以外の概念の拡張も今まで習ってきました。例えば以下のようなものです。

負の余り 例えば「7÷ 3 = 2 あまり+ 1」です。しかしこれは 7÷ 3 = 3 あまり− 2

と捉えてもいいでしょう。(7 = 3× 2 + 1 = 3× 3− 2) すなわち、「今まであ

まりは正の整数だったが、負の整数の余りで考えてもよい」というふうに、あ

まりの範囲を拡げたのです。

三角比の θ の角度 去年勉強した sin θ や cos θ について、最初 θ の範囲は 0◦ ≦ θ ≦ 90◦ でした。

しかし、勉強を進めると θ の範囲は 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ まで可能ということにな

りました。つまり、θ の範囲が拡がったのです。*13

(2) 単位虚数 iと四則演算

今回の「複素数」は「実数」の考え方を拡張したものになります。具体的に言う

と、「二乗すると −1になるような”数 (のようなもの)”」を新しく考えます。この新

しい”数”のことを iで表すことにし、虚数単位と呼びます。� �
定義 1. iを虚数単位といい、

i2 = −1

を満たす。� �
虚数単位 iは実数の概念を拡張するために、新しく考えたものです。したがって、

*13 実は高校範囲だと θ の値はすべての実数を入れて OKということになります。



今までの数と同様に足し算や掛け算のような計算が可能であってほしいです*14。つ

まり、たとえば、
2i+ i, 1− i,

√
3 + 3i

のような数も考えられます。ここで注意したいのは実数と iとの四則演算はできませ

ん。ここでいう「できません」の意味は、例えば「2 +
√
2がこれ以上計算できない」

と同じ意味です。� �
定義 2. 1 + 2iのように、二つの実数 a, bを使って

a+ bi

と表されるような数のことを複素数 (complex number)という。特に b = 0の

とき、実数という。また、a = 0の場合を純虚数、もしくは単に虚数という。

また、複素数 a+ biが与えられた時、aのことを実部、bのことを虚部という。� �
問題. 次の複素数の実部と虚部は何か。

2 +
√
3i

複素数同士の足し算は実部、虚部をそれぞれ足し算する。

例. (2 + i) + (2− 4i) = 4− 3i

複素数同士の掛け算は次にようにする。

例.

(2 + i)× (2− 4i) = 4− 8i+ 2i− 4i2

= 4− 6i− 4× (−1)

= 4 + 4− 6i

= 8− 6i

問題. 次を計算せよ。

1. (2 +
√
3− (1−

√
12)i)− (

√
27−

√
3i)

2. (
√
3−

√
12i)(

√
27− 2

√
2i)

(3) 二次方程式を複素数の範囲で解く

i2 = −1であることから、次のような表記も使われます。

*14 実際、可能であることが証明されます (大学数学)



� �
定義 3. iを虚数単位とする。 √

−1 = i

と表すこともある。� �
この表記はある種、「平方根」の概念の拡張になります。いままで、平方根の中身は

正の数である必要がありました。しかし、定義３のおかげにより、平方根の中身が負

の数でも、虚数単位 iを使えばよいということになります。したがって、次のような

二次方程式を解くことも可能になります。

例. 二次方程式
x2 + 2x+ 2 = 0

を解く。解の公式をつかうと、

x =
−2±

√
−4

2

となる (途中の細かい計算は省略しました)。いままでだと、平方根の中が負の数なの

で、解なしということになっていました。しかし、今では
√
−4 =

√
4iなので、解は

x = −1± i

になります。これが意味するところとしては、この二次方程式の解を実数の範囲で探

しても見つからないが、複素数の範囲で探すと存在するということになります。

問題. 二次方程式 x2 + 3x == 1の解を複素数の範囲で求めなさい。

同じような理由で、因数分解もさらにできるようになります。

例. x2 + 1を因数分解する。+1 = (−1)× (−1) = i× (−i) = −i2 なので、

x2 + 1 = x2 − i2

= (x− i)(x+ i)

というふうに因数分解できる。

問題. x2 + 4を因数分解せよ。

(4) 複素数の共役

複素数には共役 (dual)という重要な考え方があります。共役を日常的な言葉で説

明するなら、「対になるもの」「相方」「対称的なもの」というふうに捉えてください。



� �
定義 4. 複素数 z = a+ biが与えられているとき、

a− bi

を z の複素共役といい、z で表す。� �
問題. 次の複素数の共役複素数を求めよ

1. 1 + i

2. −2i

3. 12

(5) 複素数の共役と分数

分母が複素数になっている分数について。「分数の有理化」と同じようにする。

例.
1

i

は次にように計算することで分母の虚数単位を処理することができる。

1

i
=

1

i
× i

i

=
i

i2

=
i

−1
= −i

例. もう少し複雑な分数
3

2 + i

は次のように有理化する。つまり、分母の共役複素数を掛ける。

3

2 + i
=

3

2 + i
× 2− i

2− i

=
3(2− i)

(2 + i)(2− i)

=
3(2− i)

4− i2

=
3(2− i)

4 + 1

=
6− 3i

5



(6) 複素数の共役と二次方程式の解

いままでに、

• 解の公式を使えば解を求めることができる
• 複素数の範囲までなら必ず解は二つ存在する (重複する場合は除く)

であることを確認しました。しかし、二次方程式を解く際の本質は因数分解です。例

えば、
x2 + x+ 1 = 0

という二次方程式は、解の公式を用いることにより、

x =
−1±

√
3i

2

と計算できます。これは実質元々の x2 + x+ 1 = 0という方程式を(
x− −1 +

√
3i

2

)(
x− −1−

√
3i

2

)
= 0

という形に変形したとも思えます。なぜなら、この因数分解した式を見ていると、

x =
−1 +

√
3i

2
,　

−1−
√
3i

2

と求められるからです。これは解が複素数でない二次方程式でも当然同じです。例

えば
2x2 − 5x+ 2 = 0

を計算してみましょう。この式の左辺は少し考えれば因数分解できる簡単な式です

が、あえて解の公式で解いてみます。すると

x =
−(−5)±

√
(−5)2 − 4× 2× 2

2× 2

なので、計算をすると

x =
1

2
, 2

となります。つまりこれは、もともとの式である 2x2 − 5x+ 2 = 0を(
x− 1

2

)(
x− 2

)
= 0

という形に変形したとも思えるのです。ここで、文字をつかって一般的に話をしてみ

ましょう。二次方程式
ax2 + bx+ c = 0

があって、解の公式を用いて解くと解が

x = α, β



であると分かったとします。つまり、もともとの ax2 + bx+ c = 0という式を

(x− α)(x− β) = 0

という形に変形したと思えます。したがって、この左辺を展開すると

x2 − (α+ β)x+ αβ = 0

という形になります。後の理論のためにここで両辺を a倍します。

ax2 − a(α+ β)x+ aαβ = 0

展開をしたので、この式の左辺はもともとの ax2 + bx+ cと一致しているはずです。

同じ次数同士の係数は一致しているので次のような式が成り立ちます。{
−a(α+ β) = b

aαβ = c

したがって、 {
α+ β = − b

a

αβ = c
a

となる。これを「解と係数の関係」という。� �
二次方程式 ax2 + bx+ c = 0が与えられているとき、その解を α, β とする。こ

のとき、次が成立する。 {
α+ β = − b

a

αβ = c
a� �

「解と係数の関係」は次のような複雑な場合に威力を発揮することが多いです。

例. 二次方程式
10x2 + x− 10 = 0

の解を α, β とする。このとき、解と係数の関係より

• α+ β = − 1
10

• αβ = −10
10 = −1

と求めることができる。

さて、この「解と係数の関係」を利用してさらに二次方程式の解を深く見ていきま

しょう。再び x2 + x+ 1 = 0を考えます。この解はさっきも求めたように、

x =
−1 +

√
3i

2
,　

−1−
√
3i

2

でした。ここで注目したいのは、これらの解は互いに複素共役です。この例から予測

されることは、「(係数がすべて実数の二次方程式において)解の一つが虚数ならばも



う片方も虚数でありしかも共役である」ということです。これは解と係数の関係より

説明できます。� �
命題. a, b, cを実数、a ̸= 0とする。二次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の解の一つ αが虚数であることがわかっているならば、もう一つの解は必ず α

である。� �
証明. 二次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の解 αが、仮定より虚数なので α = p+ iq とおく。ただし、ここで p, q は実数であり q ̸= 0である。こ
の二次方程式のもう一つの解を β = s+ tiとする。ここで s, tは実数である。解と係数の関係より

α+ β = −
b

a

であるが、この左辺は
(p+ s) + (q + t)i

である。右辺が実数なので
q + t = 0

でなければならない。したがって
t = −q

である。一方、

αβ =
c

a

であるが、今までの話から次のように計算できる。

(p+ iq)(s+ ti) =
c

a

(ps− qt) + (pt+ qs)i =
c

a

これより、
pt+ qs = 0

でなければならないが、さきほど、t = −q と求めたので代入すると、

p(−q) + qs = 0

仮定より q ̸= 0だから、両辺を q で割って

−p+ s = 0

したがって、
s = p

よって
β = s+ ti = p− qi = α

となるので証明が終わる。

問題. b, cは実数とする。二次方程式 x2 + bx+ c = 0の解の一つは 1 + iであったと

する。このとき、b, cを求めよ。



問 42

x, y は実数とする。複素数 z = x+ iy について次の問いに答えよ。

(1)

z3 を計算せよ。

(2)

p, q を実数とするとき、
p3 − 3pq2

を因数分解しなさい。*15

(3)

p, q を実数とする。連立方程式{
p3 − 3pq2 = 0

3p2q − q3 = 0

を解きなさい。

(4)

z3 = iが成り立つような z を全て求めなさい。*16

問 43

α =
3 +

√
7i

2
とする。

(1)

p, q を実数とする。二次方程式

x2 + px+ q = 0

は x = αを解に持つ。このとき、p, q の値を求めよ。

*15 ヒント：(2) で上側の式は因数分解できているはずです。すると、p は 3 通りに表せるので、それ
ぞれ場合で場合分けをして pをもう一方の式に代入します

*16 ヒント：z3 の実部が 0、虚部が 1になるということです。



(2)

次の三次式を実数の範囲で因数分解せよ

x3 − 4x2 + 7x− 4

(3)

a, b, cを整数とする。三次方程式 x3 + ax2 + bx+ c = 0は x = αを解に持つ。ま

た、0 ≤ x ≤ 1の範囲にただ一つだけ実数解をもつ。この実数解を β とおく。

(a)

次の文章の p, q, r, sの値を求めよ。

• 仮定より、x3 + ax2 + bx+ c = 0の左辺は (x− β)(x2 + px+ q)と因数分解

できる。

• したがって、x2 + px+ q = 0が成り立つが、x = αは元の三次方程式の解で

ある。よって、x2 + px+ q = 0を解くと、x = α, αである。したがって、(1)

より、p, q の値が分かる。

• a, b, cは整数だから (x− β)(x2 + px+ q)を展開したとき、各係数は整数でな

ければならない。したがって、β = sまたは β = tでなければならない。

(b)

β = sまたは β = tのそれぞれで場合分けをして、整数 (a, b, c)の組を全て求めよ。

問 44

以下の問いに答えよ。

(1)

2点 A(−2, 0), B(5, 0)を結ぶ線分 AB を 3 : 4に内分する点を C、3 : 4に外分す

る点を D とする。線分 CD の長さを求めよ。

(2)

△ABC において辺 AB,BC,CAの中点の座標がそれぞれ (0, 2), (2,−2), (3, 1) で

あるとき、三つの頂点 A,B,C の座標を求めよ。



(3)

3点 A(1, 1), B(3, 1), C(5,−3)について、△ABC の外心の座標を求めよ。(立命館

大学・改)

(4)

3 点 A(4, 1), B(−2, 4), C(1, 5) がある。線分 AB を 2 : 1 に内分する点を P、

△ABC の重心を Gとする。この時、直線 PGの方程式を求めなさい。

問 45

(1)

3点 A(1, 1), B(3, 1), C(5,−3)について、△ABC の外心の座標は前回求めたと思

う。では、この 3点を通る円の方程式を求めてください。

(2)

2直線

6x− y + 15 = 0

9x− ky − 5 = 0

が平行であるという。k の値を求めなさい

(3)

以下の問いに答えよ

(a)

方程式 x2 + y2 + 4x+ 6y − 32 = 0が表す円の中心の座標を求めなさい。

(b)

直線 y = −2x+ k が上記の円と接するとき、k の値を全て求めなさい。

問 46

2次方程式 x2 − 7x+ 9 = 0の二つの解を α, β とする。
√
α+

√
β の値を求めよ



問 47

4次方程式 x4 + 5x3 − 4x2 + 5x+ 1 = 0を解きなさい。*17

問 48

1の 3乗根のうち、虚数であるものの 1つを ω であらわすとき、

ω2n + ωn

の値を求めよ。ただし、nは正の整数とする。*18

問 49

a, b, c > 0のとき、
a3 + b3 + c3 ≥ 3abc

を証明せよ。*19

問 50

問 39、および問 40をもう一度解きなさい。*20

問 51

3辺の長さが a, b, cである直角三角形がある。この直角三角形の外接円の半径は 3
2

であり、内接円の半径は 1
2 である。a ≥ b ≥ c である。a, b, c の値をそれぞれ求め

よ。*21

*17 まず、両辺を x2 で割る。このとき、x = 0が解ではないことを確認すること。そのあと、x+
1

x
= t

と置く。典型的な工夫の仕方。模試や定期テストでもよく出る手法です。
*18 nを 3で割った時の余りで場合分け
*19 相加相乗平均を用いれば証明できます。しかし、通常通り (左辺)−(右辺)のやり方でも証明できま
す。調べればわかりますが、a3+b3+c3−3abcは因数分解でき、(a+b+c)(a2+b2+c2−ab−bc−ca)

という形になります。この右側のカッコの中身が 0以上になることを何とか示すことができればよ
いです。ヒントとしては、右側のカッコ内の式全体を 1

2
でくくります

*20 参考になるページ：https://examist.jp/category/mathematics/expression-proof/　相加相乗
平均の使い方には注意が必要と述べましたが、ここで詳しく語られています。少し難しいですがぜ
ひ読んでほしいです。

*21 a は図を描けばすぐわかります。b, c は同時に求められます。つまり b, c に関する方程式を二つ作
り、連立方程式を解きます。三平方の定理を用いれば、式が一つできますね。もう一つは三角形の
面積に着目して式を立てます。三角形の面積は (底辺)×(高さ)÷2 で求められます。一方で、内接
円というヒントからも三角形の面積が求められますね...？



問 52

αを実数とする。二つの円 O1 : x
2 + y2 = 1, O2 : x

2 + 2x+ y2 − 4y − α = 0を考

える。*22

(1)

O1, O2 の中心の座標を求めよ。

(2)

αの取りえる値の範囲を求めよ。

(3)

O1, O2 が接するとき、αの値を全て求めよ。

(4)

O1, O2 が二点で交わるとき、αの値の範囲を求めよ。

(5)

O1, O2 が交点をもたないとき、αの値の範囲を求めよ。

(6)

(3)における αの値のうち、小さい方を α1、大きい方を α2 とおく。以下について

それぞれ答えよ。

1. α = α1 のときの、接線の方程式

2. α = α2 のときの、接線の方程式

(7)

O1, O2 が二点で交わるときを考える。二つの交点を通る直線を l1、O1, O2 の中心

を通る直線を l2 とする。l1, l2 は垂直に交わることを証明せよ。*23

*22 ’08 慶応大学・改 (元々の問題は (4)と (9)のみでした)
*23 関数や方程式を使わず、図形の証明問題として解きます。



(8)

(7)と同様の状況を考える。直線 l1 が満たす方程式を求めよ。*24

(9)

(7)と同様の状況を考える。二つの交点を通る線分の長さを求めよ。*25

(10)

新しい円 O3 : x
2 + 2βx+ y2 − 2βy − β = 0を考える。

(a)

O3 の中心の座標と半径を β を用いて表しなさい。

(b)

β の取りえる値の範囲を求めなさい。

(c)

円 O3 と円 O1 が接するような β の値を求めなさい。

(d)

円 O3 の中心の軌跡を求めよ。

問 53 軌跡について

学校で軌跡について習ったと思います。このプリントでは高校 1 年で習った集合

の言葉を使って厳密かつ簡潔な表現で軌跡について考えてみたいと思います。

いままでいろいろな図形を描いたり考えたりしました。その中でも図形を「図形」

としてとらえるのではなく、「ある条件を満たす点をすべて集めたもの」としてとら

えることがあったと思います。例えば、「ある点 P から 1だけ離れている点をすべて

集めたもの」は「中心を点 P とする半径 1の円」という図形になります。「二つの点

A,B があり、AC = BC となるような点 C をすべて集めたもの」は (実際に具体例

を書いてみればわかりますが) 「線分 AB の垂直二等分線」となります。

*24 よくある問題です。チャート式には必ず乗っていると思います。教科書でも「発展」や「参考」の
ような部分に詳しく書かれていると思います。それを参考にしてください。私の手持ちの教科書に
は「参考」とされているページに解説されていました。

*25 O1 の中心と直線 l1 の距離を求め、三平方の定理を使います。おそらく教科書に類題があるとおも
うので参考にしてください。



直線も同様に考えることができました。例えば「方程式 x− y − 1 = 0が表す直線

L」を考えてみます。以前にも説明しましたが、これは次のように言い換えられます。

すなわち「Lとは方程式 x − y − 1 = 0を満たす (x, y)をすべて集めたもの」です。

ということは(i)集合の言葉を用いて次のように書くことができます。

L = {(x, y) | x− y − 1 = 0}

このように、今からは「図形」を「ある条件を満たす点をすべて集め

たもの」として考えていきましょう。もっと数学的な言い方をすれば、

(ii)「ある条件を満たす点全体の集合」としてとらえていきます。また、用語と

してこのような集合のことを「軌跡」と呼びます。

例題を見ましょう。

例. (iii)2点 A(0, 2), B(4, 0)から等距離にある点の軌跡を求めよ。

解答. 「軌跡を求めよ」と問われているので、これは、『「2点 A(0, 2), B(4, 0)から等

距離にある点全体」はどのような点の集合であるかを求めなさい』という問題です。

中学生で連立方程式の文章題を解いたときもそうでしたが、基本的に数学の問題を解

くときは、問題文で求めなさいと言われているものを文字におけば話が進みやすくな

ることが多いです。いま問題で問われているのは「集合」なので、これを文字に置き

ます*26。すなわち、集合 F*27を

F = {点 P | AP = BP}

とおきます。何度も言いますが、今から考えるのはこの F という集合がどのよう

なものであるのかということです。たとえば、線分 AB の中点を点 C とするとき、

C ∈ F*28です。もちろん、Fに属する要素は点 C 以外にも*29あります。なので、と

りあえずなんでもいいので Fから点を 1つ取ってきましょう。たった今 Fから適当

に選んできたその点を Qと名付けます。点 Qは Fからとったのだから、当然次の式

を満たします。
AQ = BQ

ここで点 Q の座標を (s, t) とおけば、上の式より次の式が成り立つことが分かり

ます。
(s− 0)2 + (t− 2)2 = (s− 4)2 + (t− 0)2

(iv)計算は省略しますが、この式を整理すると

2s− t− 3 = 0

*26 ここで気を付けてほしいことは、今から高校 1年で習った集合の記号や用語が数多く出てくるとい
うことです

*27 F と Fのフォントの違いに注意してください
*28 ∈という記号の意味は 1年生の数学のノートや教科書で思い出しましょう
*29 「属する」「要素」も集合の用語です。意味は調べてください。



という方程式が得られます。ここでよく考えてほしいのですが、いま点 Qは集合 F

から何でもいいから一つ選んで取った点でした*30。「何でもいい」ということは、つ

まり Fに属している全ての点に対して、今やったような計算ができるということで

す。ということは次のように考えることができます。

集合 Fの点を任意に選んで、その座標を仮に (x, y)とおいたとき、

2x− y − 3 = 0

という式が成り立つのだから、集合 Fは

F = {(x, y) | 2x− y − 3 = 0}

と書き換えることができる。

したがって、集合 Fの正体がわかりました。直線 Lの例にならうと、集合 Fは「方

程式 2x − y − 3 = 0が表す直線」であるということが分かります。これを簡単にま

とめていうと、「求める軌跡は直線 2x− y − 3 = 0である」となります。(解答終)

(1)

文章中の下線部についてそれぞれ以下の問いに答えよ。

(i) 半径 1 で中心の座標が (0, 0) であるような円を集合の言葉を用いて書きな

さい。

(ii) 二つの直線 l1, l2 があり、交差している。交点を P とする。また、点 P より

右側で l1 上の一点を点 A、点 P より右側で l2 上の一点を点 B とする。この

二つの直線から等距離にある点全体の集合はどのような図形か言葉を用いて答

えよ。

(iii) 2点 C(2, 0), D(0, 4)から等距離にある点の軌跡を求めよ。

(iv) この計算を省略せずに書け。

問 54

2点 A(−6, 0), B(2, 0)がある。

(1)

A,B を 3 : 1に内分する点を P、外分する点を Qとする。P,Qの座標をそれぞれ

求めよ。

*30 何でもいい　というのにも用語があり、「任意」といいます



(2)

AR : BR = 3 : 1を満たす点 Rの軌跡を求めよ。

(3)

点 A,B, P,Qはそれぞれ点 Rの軌跡に含まれる点であるか判定せよ。

問 55

y ≥ 0, x ≥ 0, y ≤ 1, x ≤ 2に囲まれた領域 Aを考える。(x, y)がこの領域内の点

を動くとき、次の式の最大値と最小値を求めよ。

1. x+ y

2. x− y

3. 2x+ 3y

4. 2x− 3y

5. x2 + y

問 56

次の角度を弧度法で表しなさい。

• 30◦

• 45◦

• 120◦

• 180◦

• 270◦

• 1◦

• 360◦

問 57

0 ≤ θ < π
2 とする。xy 平面上に直線 L1 : y = (tan θ)x、円 C1 : x2 + y2 = 1があ

る。直線 L2 : y = (tan θ0)xが直線 L1 と垂直に交わっている。

(1)

θ0 を θ を用いて表せ。



(2)

直線 L2 と円 C1 との交点を全て求めよ。

問 58

0 ≤ θ < 2π とする。以下の式を満たす θ の範囲を求めよ。

1. cos θ > 1
2

2. 0 ≤ tan θ ≤
√
3

3. | sin θ| > 1
2

問 59

関数 f が全ての実数 xに対して f(−x) = f(x)を満たしているとき、f は偶関数

であるといい、f(−x) = −f(x)を満たすとき、f は奇関数であるという。これは整

数の偶奇と似たような性質持っていて、いわば「関数の偶奇性」ともいえる。

(1)

三角関数を含まない関数*31で、偶関数になるものと奇関数になるものをそれぞれ

例を書け。

(2)

二つの関数 f, g がある。関数 h(x) = f(x)× g(x)とする。k(x) = f(x) + g(x)と

する。それぞれの場合について問題に答えよ。

1. f, g がともに偶関数であるとき、hは偶関数であることを証明せよ。

2. f が偶関数で g が奇関数であるとき、hは奇関数であることを証明せよ。

3. f, g がともに奇関数であるとき、hは偶関数であることを証明せよ。

4. f, g がともに偶関数であるとき、k は偶関数であることを証明せよ。

5. f, g がともに奇関数であるとき、k は奇関数であることを証明せよ。

(3)

f が偶関数かつ奇関数であることと、f ≡ 0であることが同値であることを示せ。

*31 関数の式に sin, cos, tanを含まない関数



問 60

関数 f が、ある実数 S が存在し、すべての xに対して、

f(x+ S) = f(x)

を満たしているとする。このとき、f を周期関数といい、上記の式を満たす S のうち

正の数で最小のものが存在するならば、それを T とおき、T を f の (基本)周期とい

う。たとえば sinx, cosx は周期 2π の周期関数である。高校数学ではほとんど目立

たない周期関数だが、応用の面でいうと「フーリエ級数展開」という数学の技術の基

礎的な道具として出現する。このフーリエ級数展開は「大抵の関数は、cos, sinを何

倍かしたものをたくさん合計したもので近似できる」という内容のものである。音響

解析などで扱われる技術の数学的な土台となっている。

(1)

以下の関数について、それぞれ周期関数である。周期を答えよ。

1. f(x) = tanx

2. f(x) = sin(x+ π
3 )

3. f(x) = sinx+ cosx

4. f(x) = sin 2x

(2)

f, g をともに共通の定義域と値域を持つ周期 T の周期関数とする。h(x) =

f(x)g(x), k(x) = f(x) + g(x) とする。h, k はそれぞれ周期関数であることを証

明せよ。*32

今回は少し解答が書きにくいと感じるかもしれません。一つの解答例として問 59

の (2)-1. の解答を書きます。参考にしてください。

証明. hが偶関数であることを確かめたいので、h(−x)を計算する。

h(−x) = f(−x)× g(−x)

f, g はそれぞれ偶関数だから

= f(x)× g(x)

= h(x)

*32 一方で、周期が異なる周期関数どうしの和は周期関数になるとは限らないことが知られています。
f(x) = sinx+ sin

√
2xなどがその例です。ここ を参照。

http://blog.livedoor.jp/seven_triton/archives/51624657.html


従って hは偶関数。

また、別の例として問 60(2)において、f(x) = sinx, g(x) = cosxだったとして、

h, k がそれぞれ周期関数になる証明を書きます。

証明. f(x) = sinx, g(x) = cosxより、

h(x) = (sinx)(cosx), k(x) = sinx+ cosx

である。f, g の周期は 2π である。そこで、次を計算する。

h(x+ 2π) = sin(x+ 2π) cos(x+ 2π)

= (sinx)(cosx)

= h(x)

また、

k(x+ 2π) = sin(x+ 2π) + cos(x+ 2π)

= sinx+ cosx

= k(x)

以上により、h, k はそれぞれ周期関数である。

問 60(2)はこれを一般の f, g に対して証明を書いてみてください。

問 61

xについての多項式 P (x) = x3 + (a− 1)x2 − (a+ 2)x− 6a+ 8 について考える。

(1)

P (x)を (x− 3)で割った時の余りを求めよ

(2)

P (x)を因数分解せよ。

(3)

方程式 P (x) = 0の異なる解の個数が三つであるとき、aの値の範囲を求めよ。

(4)

方程式 P (x) = 0の異なる解の個数が二つであるとき、aの値の範囲を求めよ。



(5)

方程式 P (x) = 0の複素数解を持つとき、aの値の範囲を求めよ。

(6)

これ以降の問題では、a は (5) で求めた範囲であるとする。この時の方程式

P (x) = 0の複素数解をそれぞれ α, β とする。2次方程式の解と係数の関係を用いて

α+ β, αβ の値を aを用いて表せ。

(7)

α2 + β2 および α2β2 の値を aを用いて表せ。

(8)

二次方程式 4x2 − kx + 5k = 0の解が α2 + β2 および α2β2 であるという。この

とき、a, k の値をそれぞれ求めよ。ただし、aの範囲に注意すること。

問 62

2次方程式 ax2 + bx+ c = 0がある。ただし、a, b, c > 0で、実数解をもつとする。

この方程式の二つの解を α, β とおき、α < β であるとする*33。このとき、

c

b
< |α|, |β| < b

a

であることを証明したい。この不等式は、|α|, |β|ともに c
b より大きく、

b
a より小さ

いことを意味している。以下の問いに答えよ。

(1)

α+ β, αβ を a, b, cを用いて表せ。

(2)

α+ β が負の値であることを示せ。

(3)

α, β の符号はそれぞれ何か。

*33 どっちが大きくても小さくても構わないので、今は αが小さいということにした。



(4)

|α| ≥ |β|を示せ。

(5)

|α+ β| = |α|+ |β|であることを証明せよ。

(6)

|α|, |β| < |α|+ |β|であることより、|α|, |β| < b
a であることを証明せよ。

(7)

2 次方程式 ax2 + bx + c = 0 は異なる二つの実数解をもつから判別式より

b2 − 4ac ≥ 0を満たしている。この判別式の不等式より

c

a
>

c2

b2

が成立することを証明せよ。

(8)

さて、これから c
b < |α|, |β|を証明していくが、|β|のほうが |α|より小さいので、

|β| > c

b

を示せば十分であることが分かる。さて、この示したい不等式の両辺を二乗すること

により、

|α||β| > c2

b2

が成り立つことを証明せよ。

(9)

c
b < |α|, |β|を証明せよ。



問 63 絶対値が入った三角関数

(1) 準備

−3−2.5−2−1.5−1−0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3
fg

(2) 2次関数の練習問題

この動画を参考にしてください。かきかけ。

(3)

上から順に f1, f2, f3
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https://youtu.be/7HIfdNOrA2M


−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6
−1

1

2

p

(4)

1. 以下のようなグラフになる。

−10 −8 −6 −4 −2 2 4 6 8 10

2

s

2. 周期関数でではない。

3. 偶関数である。

f2(−x) + f3(x) = | sin(−x)|+ sin | − x|
= | − sinx|+ sin | − x|
= | sinx|+ sin |x|
= f2(x) + f3(x)

となるので、これは偶関数。*34

4. グラフより明らか。最大値は 2,最小値は 0

5. グラフより明らか。−2π ≤ x ≤ −π, x = 0, π ≤ x ≤ π. x = 0も求める範囲

に含まれていることに注意。

6. 下図の 4つの点の座標を求めればよい。

−4 −2 2 4

2

s

t CDE F

右側二つの点、すなわち図でいうと C,F の座標が求まればよい。これらは、

*34 絶対値の定義より、| − sinx| = | sinx|, | − x| = |x|が成立する。



x座標が 0 ≤ x ≤ π の範囲であるから、

f2(x) + f3(x) = | sinx|+ sin |x|
= sinx+ sinx

= 2 sinx

である。つまり、
2 sinx = 1

を 0 ≤ x ≤ π の範囲で解けばよい。すると、

x =
π

6
,
5

6
π

となる。グラフの対称性より求める解は

x = ±π

6
,±5

6
π

(5)

1. 以下のようなグラフになる。

−12 −10 −8 −6 −4 −2 2 4 6 8 10 12

2

4

f1

2. 周期関数ではない。

3. 偶関数でも奇関数でもない。

4. グラフより明らか。最大値は 3,最小値は −1

5. グラフより明らか。最大値は 3,最小値は −1

6. 最大値は 1,最小値は 0

7. 4個

問 64 加法定理

教科書に載っている加法定理の証明を参考にせよ。

問 65

1.
√
3−1
2
√
2

2. 1+
√
3

2
√
2

3. 2−
√
3



問 66

tan(α+ β) =
cos(α+ β)

sin(α+ β)

=
cosα sinβ + sinα cosβ

cosα cosβ − sinα sinβ

=
cosα sinβ + sinα cosβ

cosα cosβ − sinα sinβ
×

(
1

cosα cos β
1

cosα cos β

)

=

cosα sin β
cosα cos β + sinα cos β

cosα cos β

1− sinα cos β
cosα cos β

=
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

tan(α− β)も同様。

問 67

π
24 + π

24 = π
12 であるから、

tan
π

12
= tan

( π

24
+

π

24

)
=

tan π
24 + tan π

24

1− tan π
24 tan

π
24

x = tan π
24 とおけば、上の式は

2−
√
3 =

x+ x

1− x2

となる。これを整理すると、

(−2 +
√
3)x2 − 2x+ 2−

√
3 = 0

解の公式を使えば、

x =
1±

√
8− 4

√
3

−2 +
√
3

となる。分子の二重根号は次のようにして外す。

x = 1±
√

8− 4
√
3

= 1±
√
2

√
4− 2

√
3

= 1±
√
2

√
3− 2

√
3 + 1

= 1±
√
2

√
(
√
3− 1)2

= 1±
√
2(
√
3− 1)



有理化をする。+
√
2 · · · の方は、有理化すると

x = −(
√
3 +

√
2 +

√
6 + 2)

となる。しかし、x > 0より不適切。−
√
2 · · · の方は、有理化すると

x =
√
6 +

√
2−

√
3− 2

となる。これが求める値。

問 68

1√
2
= sin π

4 = cos π
4 なので、

y =
1√
2
(cos θ − sin θ) = cos

π

4
cos θ − sin

π

4
sin θ = cos

(π
4
+ θ
)

なので、このグラフを描けばよい。

問 69

y を消去すると

sin 2θ = sin θ

sin 2θ − sin θ = 0

2 sin θ cos θ − sin θ = 0

(2 cos θ − 1) sin θ = 0

と変形できる。したがって、

sin θ = 0, または cos θ =
1

2

であることが分かる。−π ≤ θ ≤ π の範囲で、これらを満たす θ は

θ = −π, 0, π,−π

3
,
π

3

である。θ がそれぞれの値の時、y の値は

y = 0, 0, 0,−
√
3

2
,

√
3

2

である。したがって、求める解は

(x, y) = (−π, 0), (0, 0), (π, 0),

(
−π

3
,−

√
3

2

)
,

(
π

3
,

√
3

2

)
である。

参考に y = sin 2θ, y = sin θ を同時に図示したものを示す。
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問 70

1. t = sinx+cosxとおくとき、両辺を二乗すれば、t2 = sin2 x+2 sinx cosx+

cos2 x = 1 + 2 sinx cosx が得られるので、2 sinx cosx = 1
2 (t

2 − 1)となる。

したがって、y = t+ 1
2 (t

2 − 1)である。

2. 計算は省略するが三角関数の合成を行えば、t =
√
2 sin(θ + π

4 ) となる。

したがって、t の範囲は −
√
2 ≤ t ≤

√
2 である。y を平方完成すると、

y = 1
2 (t+ 1)2 − 3

2 となる。したがって、t = −1のとき、y は最小値 − 3
2 をと

り、t =
√
2のとき、y は最大値

√
2 + 1

2 をとる。(最大値を求める計算は省略

した)

したがって、求める範囲は − 3
2 ≤ y ≤

√
2 + 1

2 である。

問 71

tan θ = tan
(
θ
2 + θ

2

)
であるから、加法定理を用いて

tan θ = tan

(
θ

2
+

θ

2

)
=

tan θ
2 + tan θ

2

1− tan θ
2 tan

θ
2

=
2t

1− t2

である。

cos θ = cos
(
θ
2 + θ

2

)
であるから、加法定理を用いて

cos θ = cos

(
θ

2
+

θ

2

)
= cos2

θ

2
− sin2

θ

2

= cos2
θ

2
− (1− cos2

θ

2
)

= 2 cos2
θ

2
− 1



となる。ところで、

tan2 x =
1

cos2 x
− 1

という公式があるので*35、これを変形して、

cos2 x =
1

tan2 x+ 1

である。これを用いれば、

cos θ = 2 cos2
θ

2
− 1

= 2
1

tan2 θ
2 + 1

− 1

=
2

t2 + 1
− 1

=
1− t2

t2 + 1

tan θ = sin θ
cos θ なので、sin θ = cos θ tan θ である。したがって、

sin θ =
1− t2

1 + t2
× 2t

1− t2
=

2t

1 + t2

(1) 補足：有理関数という言葉について

ここでは「有理関数」という言葉について補足説明をしますが、数学３や大学向け

の話が含まれているので、単に読み物として読んでもらって大丈夫です。

関数 f(x)が

f(x) =
P (x)

Q(x)

という形で表され、しかも P (x), Q(x)がともに「多項式」であるような場合、f(x)

は「有理関数」という。たとえば、

2x− 1,
x2

1 + x4

ようなものが有理関数である。

この問題で計算したように、t = tan θ
2 とおけば、三角関数は有理関数に変換する

ことができる。例えば、問 70で出てきた y = sinx+cosx+sinx cosxは t = tan x
2

とおけば、

y = −1 +
2(t+ 1)2

(t2 + 1)2

という式に変形することができる。一見、余計複雑な式になったように思えるが、コ

ンピュータなどで数値計算を行う場合は便利である。tに値を代入して、−1+ 2(t+1)2

(t2+1)2

*35 この公式を自力で導くことはできますか?



を計算させる (多項式の計算をパソコンに行わせる) ことと、x に値を代入して

sinx+cosx+sinx cosxを計算させる (三角関数の計算をパソコンに行わせる)こと

では、パソコンにとっては後者のほうが難しいことが多い。

また、今後習う「積分」という計算において、「三角関数を積分する」ことより「有

理関数を積分する」事の方がはるかに簡単であることが多い。そのため、この変形は

有用なのである。

問 72

t = 2xと x軸がなす角を θとすると、y = 2xは y = (tan θ)xと書くことができる。

求める直線と y = 2xのとのなす角が 45◦ なので、求める直線の傾きは tan(θ + 45◦)

もしくは tan(θ − 45◦)である。それぞれを加法定理を用いて計算すると、

tan(θ + 45◦) = −3, tan(θ − 45◦) =
1

3

であることが分かる。

問 73

1. 加法定理より、

sin
(
x+

π

3

)
=

1

2
sinx+

√
3

2
cosx

sin

(
x+

2π

3

)
= −1

2
sinx+

√
3

2
cosx

である。したがって、
y = sinx+

√
3 cosx

と変形できる。三角関数の合成をすれば、

y = 2 sin
(
x+

π

3

)
となる。したがって、y の最大値は 2,最小値は −2.

2.
y = − sin2 x+ sinx+ 1

と変形できる。そこで、t = sinxとおく。このとき、tの取りえる値の範囲は

−1 ≤ t ≤ 1である。平方完成をすると、

y = −t2 + t+ 1

= −
(
t− 1

2

)2

+
3

2

である。したがって、最大値は 3
2 ,最小値は −1.



3. cos(x− π
6 )に加法定理を用いて、式を整理すれば、

y = 2 sinx+
√
3 cosx

となる。三角関数の合成より、

y =
√
7 sin(x+ α)

となる。ただし、ここで αは

sinα =

√
3√
7
, cosα =

2√
7

を満たす角度である。以上により、y の最大値は
√
7,最小値は −

√
7.

問 74

1. 分母と分子に ax を掛ければよい。

ax − a−x

ax + a−x
× ax

ax
=

a2x − a0

a2x + a0

=
5− 1

5 + 1

=
2

3

2. 分母と分子に ax を掛ければよい。

a3x − a−3x

ax + a−x
× ax

ax
=

a4x − a−2x

a2x + a0

=
(a2x)2 − (a2x)−1

a2x + 1

=
52 − 5−1

5 + 1

=
62

15

問 75

1.

(
2

3
)4 ÷ 2−3 × 35 =

24

34
÷ 1

23
× 35

=
24 × 23 × 35

34

= 27 × 3

= 384



2. 7

3.

(2× 32)
3
2 ÷ 2−

4
3 ÷3

√
3 = 2

3
2 × 33 × 2

4
3 × 3−

1
3

= 2
17
6 × 3

8
3

問 76

(1)

順に 4, 0, 25,−1,− 1
2

(2)

log10 2 = 0.301029, log10 π = 0.4971, log10 3 = 0.47712125471966 として計算し

よう。https://keisan.casio.jp/ というサイトで対数や三角関数をはじめとする様々

な複雑な計算ができます。*36

1. log10 2
2020 = 2020 log10 2である。よって、2020× 0.301029 = 608.080であ

る。10を 608乗したものよりもおおきいので、これは 609桁の数。

2. log10 π
510 = 510 log10 π = 510× 0.4971 = 253.54である。よってこれは 254

桁の数。

3. log10 3
105 = 105 log10 3 = 47712.12である。よってこれは 47713桁の数。

問 77

(1)

まずは右辺に加法定理を適用しよう。

√
3 cos

(
θ − π

3

)
=

√
3 cos θ cos

π

3
+
√
3 sin θ sin

π

3

=

√
3

2
cos θ +

3

2
sin θ

したがって、元の不等式は

sin θ >
√
3 cos

(
θ − π

3

)
√
3

2
cos θ +

1

2
sin θ < 0

*36 URLをタップすればサイトにアクセスできます。

https://keisan.casio.jp/


となる。次のこの左辺の三角関数を合成すると、

sin
(
θ +

π

3

)
< 0

を得る。よって、
π < θ +

π

3
< 2π

だから、求める θ の範囲は
2

3
π < θ <

5

3
π

(2)

仮定の式を 2乗しよう。

sin θ + cos θ =
7

5

(sin θ + cos θ)
2
=

(
7

5

)2

sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ =
49

25

1 + 2 sin θ cos θ =
49

25

2 sin θ cos θ =
24

25

sin θ cos θ =
12

25

問 78

1.

OP =

√
(2 cos θ)

2
+ (2 sin θ)

2

=
√

4 cos2 θ + 4 sin2 θ

=
√
4

= 2

一方、

PQ =

√
(2 cos θ + cos 2θ − 2 cos θ)

2
+ (2 sin θ + sin 2θ − 2 sin θ)

2

=
√

cos2 2θ + sin2 2θ

= 1

2. まずは OQの長さを求めよう。1.と同様の方法で計算をすると、

OQ =
√

5 + 4(cos θ cos 2θ + sin θ sin 2θ)



となる。cosの加法定理を適用すれば、

OQ =
√
5 + 4 cos θ

となる。すなわち、5 + 4 cos θの最大値を求めればよい。θ = π
2 のとき最大に

なる。このとき、

OQ =

√
5 + 4 cos

π

2

=
√
5 + 4× 1

= 3

問 79

1. 代入してそれぞれ計算する。計算は省略する。

f(0) = −1, f
(π
3

)
= 2 +

√
3

2. 二倍角の定理より、

cos 2θ = cos θ cos θ − sin θ sin θ

である。すなわち、
cos 2θ = 2 cos2 θ − 1

である。これを cos2 θ について整理すれば、

cos2 θ =
cos 2θ + 1

2

となる。これが答え。

3. sin 2θ = 2 sin θ cos θ であることに注意せよ。

f(θ) = 3 sin2 θ + 4 sin θ cos θ − cos2 θ

= 3(1− cos2 θ) + 4 sin θ cos θ − cos2 θ

= 3− 4 cos2 θ + 4 sin θ cos θ

= 3− 4×
(
cos 2θ + 1

2

)
+ 2× 2 sin θ cos θ

= 3− 2(cos 2θ + 1) + 2 sin 2θ

= 1− 2 cos 2θ + 2 sin 2θ

4. f(θ)をさらに変形しよう。

f(θ) = 1− 2 cos 2θ + 2 sin 2θ

= 1− 2(cos 2θ − sin 2θ)

= 1− 2
√
2

(
1√
2
cos 2θ − 1√

2
sin 2θ

)
= 1− 2

√
2 sin

(
2θ − π

4

)



さて、θの範囲は 0 ≤ θ ≤ πなので、−π
4 ≤ 2θ− π

4 ≤ 7
4πである。したがって、

−1 ≤ sin
(
2θ − π

4

)
≤ 1

この両辺を −2
√
2倍して 1を加えれば、

1− 2
√
2 ≤ f(θ) ≤ 1 + 2

√
2

が得られる。したがって、f(θ)の最大値は 1 + 2
√
2

問 80

半径 1の円の扇形を考えたとき、その扇形の弧の長さと中心角を対応させている。

1. 中心角が 72◦ の扇形の弧の長さは

2π × 72◦

360◦
=

2

5
π

である。したがって、72◦ は 2
5π (rad)

2. 弧の長さ 1の扇形の中心角は

2π × x◦

360◦
= 1

より、

x◦ =
180◦

π

したがって、1radは
(
180
π

)◦

問 81

おおよそ以下のような形になります。

−8−7−6−5−4−3−2−1 1 2 3 4 5 6 7 8 9−1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

f

A



問 82

sin
(
θ − π

4

)
= tとおく。すると、問題の不等式は

t2 + 2t+ 1 ≤ 9

4

である。左辺を因数分解して

(t+ 1)2 ≤ 4

9

である。したがって、

−3

2
≤ t+ 1 ≤ 3

2

すべての辺から 1を引いて

−5

2
≤ t ≤ 1

2

である。しかし、tは −1 ≤ t ≤ 1であるから、

−1 ≤ t ≤ 1

2

であれば、問題の不等式は成立する。これはつまり、

−1 ≤ sin
(
θ − π

4

)
≤ 1

2

である。したがって、
0 ≤ θ − π

4
≤ π

6

または
5

6
π ≤ θ − π

4
≤ 13

6
π

である。それぞれの不等式を計算すると、

π

4
≤ θ ≤ 5

12
π,

13

12
π ≤ θ ≤ 29

12
π

である。しかし、後者は θ の範囲を超えている。よって求めるべき θ の範囲は

π

4
≤ θ ≤ 5

12
π,

13

12
π ≤ θ ≤ 2π

問 83

f(θ)を加法定理を用いて展開しよう。すると、

f(θ) =

(
1√
2
sin θ − 1√

2
cos θ

)2

+ 2

(
1√
2
sin θ +

1√
2
cos θ

)
− 2

=
1

2

(
sin2 θ + cos2 θ

)
− sin θ cos θ +

√
2 (sin θ + cos θ)− 2

= − sin θ cos θ +
√
2 (sin θ + cos θ)− 3

2



である。そこで、t = sin θ + cos θ とおく。tの取りえる範囲は三角関数の合成をす

れば求まる。実際に計算してみよう。

t = sin θ + cos θ

=
√
2

(
1√
2
sin θ +

1√
2
cos θ

)
=

√
2 sin

(
θ +

π

4

)
である。よって、

−
√
2 ≤ t ≤

√
2

である。さて、tを使って f(θ)をさらに変形しよう。tを二乗すると、

t2 = sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ

なので、

sin θ cos θ =
t2 − 1

2

である。よって

f(θ) = − sin θ cos θ +
√
2 (sin θ + cos θ)− 3

2

= − t2 − 1

2
+
√
2t− 3

2

= −1

2
t2 +

√
2t− 1

= −1

2

(
t2 − 2

√
2t− 2

)
= −1

2
(t−

√
2)2

と計算できる。さてこれにより、f(θ) = 0を満たすのは、

t =
√
2

の場合であることが分かる。すなわち、

√
2 = t = sin θ + cos θ =

√
2 sin

(
θ +

π

4

)
のことであるから、 √

2 =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
である。即ち、

1 = sin
(
θ +

π

4

)
を解けばよい。よって、求める値は

θ =
π

4

である。



問 84(
1
4

)x
= 2−2x,

(
1
2

)2
= 2−x であることに注意する。

2−2x − 2−x ≤ 2

2−2x − 2−x − 2 ≤ 0

(2−x − 2)(2−x + 1) ≤ 0

−1 ≤ 2−x ≤ 2

よって、−1 ≤ x.

問 85

1. log2 6+ log2 3− 1 = log2 2+ log2 3+ log2 3− 1 = 1+ 2 log2 3− 1 = 2 log2 3

2. log2 6 + log2 x− 1 = 0 ⇔ log2 x = log2 3
−1 ⇔ x = 1

3

3. 真数条件より x− 4 > 0 ⇔ x > 4である。一方、log2(x− 4) < 3 ⇔ x− 4 <

8 ⇔ x < 12である。よって、4 < x < 12が求める範囲。

4. log5 x = 2 ⇔ x = 25

5. log5 x
2 = 4 ⇔ log5 x = 2 ⇔ x = 25

6. (log5 x)
2 = 9 ⇔ log5 x = ±3 ⇔ x = 125, 1

125

7. (log2 3)× (log3 8) = log2 3×
log2 8
log2 3 = log2 8 = 3

問 86

上から順番に対応している。

問題. 1. −2

2. 16

問題. 1. +∞もしくは −∞.右極限と左極限で答えが異なるためどちらでも正解

とする。

2. f(x) = − 1
|x| ,f(x) = log x,f(x) = tan(x− π

2 )など

問題. 1. +∞
2. −∞
3. +∞

問題. 1. 0

2. −1

3. 1



4. 0

5. 正の無限大に発散する、または負の無限大に発散する。右極限と左極限で異な

るためどちらでも正解とする。

6. 負の無限大に発散する

7. 2.定数関数なので、xが何であろうと常に 2.

8. 0.sinx− cos
(
π
2 − x

)
を変形すると 0になる。

9. 正の無限大に発散する。

問題. 1. +∞
2. 1

3. −∞

問 87

1. +∞
2. −∞
3. 1

4. 0

5. 0

6. 0

問 88

問題. 準備中 (描画するための方法を勉強中です)

問題. f(x) = |x|の x = 0における右微分係数と左微分係数を調べよう。*37まず、右

微分係数は次のようになる。

lim
h→0+0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+0

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0+0

|h|
h

= lim
h→0+0

h

h
= 1

*37 右微分係数とは、微分係数の右極限のことである。



である。いっぽう、左微分係数は次のようになる。

lim
h→0−0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−0

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0−0

|h|
h

= lim
h→0−0

−h

h
= −1

である。

問 89

(1)

計算の途中で limを消してしまわないように注意しよう。

1. f(x) = 2xの導関数を定義通りに求める。

lim
h→0

2(x+ h)− 2x

h
= lim

h→0
2

= 2

ゆえに、f ′(x) = 2

2.

lim
h→0

3(x+ h)2 + 1− 3x2 − 1

h
= lim

h→0

6xh+ h2

h
= lim

h→0
6x+ h

= 6x

ゆえに、f ′(x) = 6x

3.

lim
h→0

(x+ h)3 + (x+ h)− x3 − x

h
= lim

h→0

3x2h+ 3xh2 + h3 + h

h

= lim
h→0

3x2 + 3xh+ h2 + 1

= 3x2 + 1

ゆえに、f ′(x) = 3x2 + 1

4.

lim
h→0

a(x+ h)2 + b(x+ h) + c− ax2 − bx− c

h
= lim

h→0

2axh+ ah2 + bh

h
= lim

h→0
2ax+ ah+ b

= 2ax+ b



ゆえに、f ′(x) = 2ax+ b

5.

lim
h→0

(x+ h+ 2)2 − (x+ 2)2

h
= lim

h→0

(x+ h+ 2− x− 2)(x+ h+ 2 + x+ 2)

h

= lim
h→0

h(2x+ h+ 4)

h
= lim

h→0
2x+ h+ 4

= 2x+ 4

ゆえに、f ′(x) = 2x+ 4

6.

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

2− 2

h
= 0

よって、f ′(x) = 0

7.

lim
h→0

1
100 (x+ h)100 − 1

100x
100

h

= lim
h→0

1

100

x100 + 100C1x
99h+ 100C2x

98h2 + · · ·+ 100C99xh
99 + h100 − x100

h

= lim
h→0

1

100
100C1x

99h+ 100C2x
98h2 + · · ·+ 100C99xh

99 + h100

h

= lim
h→0

1

100

(
100C1x

99 + 100C2x
98h+ · · ·+ 100C99xh

98 + h99
)

=
1

100
100C1x

99

=x99

(2)

傾きが aで点 (p, q)を通る直線の式は y = a(x − p) + q であったことを思い出そ

う。1.から 7.の全ての場合において

y = f ′(1)(x− 1) + f(1)

を計算したものが答えになる。

1. y = 2x.(もともとの f(x)が既に直線なので、計算するまでもなく y = 2xが

答えだと分かる)

2. y = f ′(1)(x− 1) + f(1) = 6(x− 1) + 4 = 6x− 2

3. y = (3 + 1)(x− 1) + 2 = 4x− 4 + 2 = 4x− 2

4. y = (2a+ b)(x− 1) + a+ b+ c = (2a+ b)x− a+ c

5. y = (2 + 4)(x− 1) + 9 = 6x− 6 + 9 = 6x+ 3



6. y = 2

7. y = 1(x− 1) + 1
100 = x− 99

100

問 90

1. V ′ = 4πr2

2. s′ = v + gt

3. V ′ = ab

問 91

1. f ′(x) = x2 − 5x+ 6

2. x = 2, 3

3. f(2) = 11
3 , f(3) = 7

2

4. 省略。また習ってから

5. 省略。また習ってから

問 92

解答略。また習ってから

問 93

解答略。また習ってから

問 94

210 = 1024 > 1000であるから、この両辺に底を 10として対数を取る。

log10 2
10 > log10 1000

10 log10 2 > 3

log10 2 > 0.3

問 95

1. 略

2. 0 ≤ t ≤ 2. 0 = log 1
2
1, 1

4 = log 1
2

1
4 から求められる。

3. 1
2 log 1

2
x2 = log 1

2
xであることに注意すれば、y = t2 − t+ 1



4. 3.で求めた式を平方完成すると、y = (t− 1
2 )

2 + 3
4 である。2.より、tの取り

える範囲は 0 ≤ t ≤ 2である。したがって、t = 2のときすなわち、x = 1
4 の

とき最大でその値は 3. t = 1
2 のとき、すなわち x = 1のとき最小でその値は

3
4 .

問 96

1. f(−1) = −1 + a− b+ c

2. f ′(x) = 3x2 + 2ax+ b

3. f ′(−1) = 3− 2a+ b

4. f(2) = 8 + 4a+ 2b+ c, f ′(2) = 12 + 4a+ b

5.

y = f ′(2)(x− 2) + f(2)

= (12 + 4a+ b)(x− 2) + f(2)

= (12 + 4a+ b)(x− 2) + 8 + 4a+ 2b+ c

= (12 + 4a+ b)x− 24− 8a− 2b+ 8 + 4a+ 2b+ c

= (12 + 4a+ b)x− 16− 4a+ c

したがって、求める直線の式は y = (12 + 4a+ b)x− 16− 4a+ c

6. ここまでで計算した情報を整理しながら問題を解く。まずは点 P を通る接線

について考えよう。点 P を通る接線は以下のようにして a, b, cを用いて表す

ことができる。

y = f ′(−1)(x− (−1)) + f(−1)

= (3− 2a+ b)(x+ 1) + (−1 + a− b+ c)

= (3− 2a+ b)x+ 3− 2a+ b− 1 + a− b+ c

= (3− 2a+ b)x+ 2− a+ c

仮定より、この直線は y = x+ 3であるから、次の二つの式が成立する。{
3− 2a+ b = 1

2− a+ c = 3

一方、点 Q で曲線 y = f(x) に接する接線は 5. で求めたように、y = (12 +

4a+ b)x− 16− 4a+ cであった。これが、点 P (−1, 2)を通るので

2 = (12 + 4a+ b)(−1)− 16− 4a+ c

⇔8a+ b− c = −30

がなりたつ。以上により、連立方程式
3− 2a+ b = 1

2− a+ c = 3

8a+ b− c = −30



を解けば a, b, c の値が求められる。すると結局 a = −3, b = −8, c = −2 と

なる。

問 97

極値になるところでは f ′(x) = 0になることに注意しよう。f(−1) = 12, f ′(−1) =

0, f(1) = 4, f ′(1) = 0 であることより次の連立方程式を得る。
3a− 2b+ c = 0

−a+ b− c+ d = 12

3a+ 2b+ c = 0

a+ b+ c+ d = 4

これを解いて、a = 2, b = 0, c = −6, d = 8である。よって f(x) = 2x3 − 6x+ 8

問 98

1. 省略

2. 0 ≤ p < 1, p = 2

問 99

1. 省略

2. f ′(x) = 6x2 + 2xだから、x = tにおける y = f(x)の接線の傾きは f ′(t) =

6t2 + 2tである。よって、y = (6t2 + 2t)(x− t) + 2t3 + t2 − 3が求める直線

の式

3. 2.で求めた直線の式が原点をとおるので、(x, y) = (0, 0)を代入すると t = 1

となる。これを 2.に代入すると y = 4xを得る。したがって、m > 4

問 100

以下で、C は積分定数

1. 1
3x

3 + C

2. x3 + C

3. 1
20x

4 + C



問 101

1. ∫ 2

1

(4x− 3)2dx =

∫ 2

1

(16x2 − 24x+ 9)dx

=

[
16

3
x3 − 12x2 + 9x

]2
1

= (
16

3
× 8− 12× 4 + 9× 2)− (

16

3
− 12 + 9)

=
31

3

2. ∫ 3

1

(3x2 − 4x+ 1)dx− 2

∫ 2

1

(x2 − 2x− 1)dx

= [x3 − 2x2 + x]31 − 2[
1

3
x3 − x2 − x]21

=
46

3

3. ∫ 1

−1

(x3 + x)dx = 0

4. ∫ −2

3

(x2 − 2x)dx = [
1

3
x3 − x2]−2

3

= −20

3

問 102

∫ 3

−2

f(x)dx =

∫ 0

−2

f(x)dx+

∫ 3

0

f(x)dx

=

[
−1

3
x3

]0
−2

+

[
1

3
x3

]3
0

=
19

3



問 103

被積分関数*38である |x2 − 5x+ 6|について考える。

|x2 − 5x+ 6| = |(x− 2)(x− 3)| =

{
−x2 + 5x− 6 (if 2 ≤ x ≤ 3)

x2 − 5x+ 6 (if x < 2, 3 < x)

よって、∫ 4

−3

|x2 − 5x+ 6|dx

=

∫ 2

−3

(x2 − 5x+ 6)dx+

∫ 3

2

(−x2 + 5x− 6)dx+

∫ 4

3

(x2 − 5x+ 6)dx

=
105

2

問 104

1. f(x) = |x2 − 2x|+ |x+1|+ |x− 1| = |x(x− 2)|+ |x+1|+ |x− 1|であるか
ら、xの値について場合分けしよう。

• x < −1のとき、f(x) = (x2 − 2x)− (x+ 1)− (x− 1) = x2 − 4x

• −1 ≤ x < 0のとき、f(x) = (x2 − 2x) + (x+ 1)− (x− 1) = x2 − 2x

• 0 ≤ x < 1のとき、f(x) = −(x2−2x)+(x+1)− (x−1) = −x2+2x−2

• 1 ≤ x < 2のとき、f(x) = −(x2 − 2x) + (x+ 1) + (x− 1) = −x2 + 4x

• 2 ≤ xのとき、f(x) = (x2 − 2x) + (x+ 1) + (x− 1) = x2

書きなおすと次のようになる。

f(x) =



x2 − 4x (if x < −1)

x2 − 2x (if − 1 ≤ x < 0)

−x2 + 2x− 2 (if 0 ≤ x < 1)

−x2 + 4x (if 1 ≤ x < 2)

x2 (if 2 ≤ x)

2. 各範囲ごとに被積分関数が変化することに注意。∫ 2

−2

f(x)dx

=

∫ −1

−2

(x2 − 4x)dx+

∫ 0

−1

(x2 − 2x)dx+

∫ 1

0

(−x2 + 2x− 2)dx+

∫ 2

1

(−x2 + 4x)dx

= (
7

3
+ 6) + (

1

3
+ 1) + (−1

3
− 1) + (−7

3
+ 6)

= 12

*38 積分の記号
∫
と dxに挟まれた関数を「被積分関数」という



問 105

三次方程式 x3 − x+ a = 0を，連立方程式{
y = x3 − x

y = −a

の解と捉える．f(x) = x3 − xとおく．f ′(x) = 3x2 − 1だから，f ′(x) = 0を満たす

のは x = ± 1√
3
のとき．よって，f(x) の極大値は f(− 1√

3
) = 2

3
√
3
であり，f(x) の

極小値は f( 1√
3
) = − 2

3
√
3
である．*39したがって，y = f(x) のグラフは次のように

なる．

−1.4−1.2 −1 −0.8−0.6−0.4−0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

−0.6

−0.4

−0.2

0.2

0.4

f

a = −0.1

g

したがって，

• a = ± 2
3
√
3
のとき，解の個数は二つ．

• − 2
3
√
3
< a < 2

3
√
3
のとき，解の個数は三つ．

• a < − 2
3
√
3
, 2

3
√
3
< aのとき，解の個数は一つ．

問 106

「極値がただ一つ存在する」とは，「f ′(x) = 0を満たす xがただ一つ」ということ

である．つまり今回の場合だと，3x2 − 2x + a = 0を満たす xが一つだけというこ

とである．二次方程式の解の判別式を用いると，(−2)2 − 4× 3× a = 0であればよ

いので，a = 1
3 .

*39 増減表を書く工程を省略しています



問 107

d
dx

∫ x

−1
f(t)dt = f(x)だから，問題文の両辺を微分する．

d

dx

∫ x

−1

f(t)dt =
d

dx
(x3 − x)

⇔ f(x) = 3x2 − 1

問 108

以下の図の領域の面積を求める．

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−6

−4

−2

2

4

h

p

そこでまずは二つの放物線の交点の x座標を求める必要がある．そこで，方程式

(x+ 2)(x− 3) = −2(x+ 1)(x− 2)

を解く．方程式の解は x = 3±
√
129

6 である．しかし，これでは計算が余りにも複雑に



なるので，方程式の解を α, β とおく．ただし，α < β とする．面積を求めるので，二

つの関数の差を定積分する．積分範囲は αから β までである．∫ β

α

(−2(x+ 1)(x− 2)− (x+ 2)(x− 3))dx

=

∫ β

α

(−3x2 + 3x+ 10)dx

=

[
−x3 +

3

2
x2 + 10x

]β
α

=(−β3 +
3

2
β2 + 10β)− (−α3 +

3

2
α2 + 10α)

=(α3 − β3) +
3

2
(β2 − α2) + 10(β − α)

=(α− β)(α2 + αβ + β2) +
3

2
(β − α)(β + α) + 10(β − α)

α, β の値を上の式に代入すればよいが，それでは計算の煩雑さが解決されていない

ので別の方法を試みる．定積分の結果は αと β により対称式のような形になってい

るので，解と係数の関係を用いる．α, β はそもそも方程式 (x+ 2)(x− 3) = −2(x+

1)(x− 2)の解であった．この方程式は両辺を展開して整理すると 3x2 − 3x− 10 = 0

である．したがって，解と係数の関係より{
α+ β = 1

αβ = − 10
3

である．この二つのふたつから α2 + αβ + β2, β − α のそれぞれ値を求める．

• α < β としているので，β − α > 0である．

β − α

=
√
(β − α)2

=
√
β2 − 2βα+ α2

=
√
β2 + 2βα+ α2 − 2βα− 2βα

=
√
(β + α)2 − 4αβ

=

√
12 − 4×

(
−10

3

)
=

√
43

3

• α2 + αβ + β2 = (α+ β)2 − αβ だから,

α2 + αβ + β2 = 12 −
(
−10

3

)
=

13

3



以上により求める値は次のようになる．∫ β

α

(−2(x+ 1)(x− 2)− (x+ 2)(x− 3))dx

=(α− β)(α2 + αβ + β2) +
3

2
(β − α)(β + α) + 10(β − α)

=−
√

43

3
× 13

3
+

3

2
×
√

43

3
× 1 + 10×

√
43

3

=
95

6

√
43

3

問 109

求める面積の領域は次のようなものである．(濃い紫色の部分) 直線 y = 5
3x と放

物線 y = −2x2 + 2の交点の x座標は x = 2
3 である．直線 x = 2

3 で領域が二つに分

かれ，積分が異なることに注意しよう．図のように，左側を「あ」，右側を「い」と

することにする．

−0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

−0.4

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

あ い

eq1

•「あ」の面積．これは三角形である．直線と放物線の交点の x 座標は 5
3 だか

ら，y座標は y = 2
3 ×

5
3 = 10

9 である．よって，求める面積は
1
2 ×

2
3 ×

10
9 = 10

27

•「い」の面積． ∫ 1

2
3

(−2x2 + 2)dx =
43

81

以上により，領域の面積は 10
27 + 43

81 = 73
81
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