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概要

機械学習のうち，教師なし学習の一つである強化学習というものがある．他の機械学習と同
様に，強化学習にも様々な学習アルゴリズムが存在する．その中の一つに TD(0) 法と呼ばれ
るものがある．強化学習が解説されている多くの教科書や技術書では，TD(0) 法のアルゴリ
ズムだけが載っていて，数学的な証明は無いかあっても正確な証明が載っていることはほぼ無
い．そこで，この論文ではごく簡単なモデルにおいて TD(0) 法が数学的に正しいアルゴリズ
ムであることを証明する．

目次

1 研究背景 3

2 強化学習と TD(0)法の概説 4

2.1 MDP/MRP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 MDPによって定まる状態,行動,報酬の系列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3 価値関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.4 ベルマン作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.5 TD(0)法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 MDP/MRPの具体例の構成 9

3.1 確率変数の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.2 (Xn)がマルコフ連鎖であること . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4 主定理とその証明 31

4.1 モデルの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2 価値関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.3 価値関数の偏微分可能性と偏微分の平均による表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.4 価値関数の解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.5 目的 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.6 π の探索法:勾配降下法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.7 アルゴリズムが収束することの証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1



5 結論と展望 51

5.1 結論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 Appendix 52

6.1 B[0, 1] = σ(π([0, 1]))について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.2 I − γfπ の逆行列について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.3 行列ノルム ∥A∥について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2



1 研究背景

機械学習がしばしば様々な場面で利用されている．様々な教科書や技術書が世に出回っている．

それらの本の中には具体的な学習のアルゴリズムの解説や，そのアルゴリズムを具体的な問題に適

用したときの例などが描かれている．しかし概要に述べたように，その様々な教科書や技術書にお

いて数学的な根拠は省かれている．たとえば，「アルゴリズムに従うとある極限値が得られる」と

いったことが教科書に書かれていた場合を考える．教科書にはそのアルゴリズムの具体的な手順が

書かれていて，その次には実際そのアルゴリズムをパソコンで実装するとどうなるかという話に進

む．アルゴリズムに従うことにより望ましい結果が得られるという数学的な理由や証明は書かれて

いないことが多い．また，書かれていたとしても高度に数学的だからという理由で省かれたり，数

式を用いて証明のスケッチだけを書いている場合がほとんどである．

その一方で，筆者は大学四年生および修士一年生でマルコフ連鎖を学んだ．マルコフ連鎖が利用

されている機械学習の一つとして強化学習と呼ばれるものがある．修士一年の後半ではその強化学

習について理論を学んでいたが，先ほど述べたように数学的根拠が省かれて説明されることが多く

あった．用いていた教科書 (Csabà Szepesvàri [1])では TD(0)法というアルゴリズムが紹介され

ていた．

価値関数の式中にはマルコフ連鎖 (Xn)の nに関する無限級数がある．すなわち，コンピュータ

上でこの価値関数を計算しようとしても真の値を算出することは難しい．なぜなら，時刻 n を無

限大まで大きくしてシミュレーションを行わなければならないからだ．したがって，実際に計算機

を用いて学習を行う場合は価値関数の値は推定しなければならない．TD(0) 法はその推定方法の

一つであった．TD(0)法のアルゴリズムに関連して，この論文では次のことを行った．すなわち，

最適な方策を見つけて価値関数の最大化をするという，強化学習の目標を達成する数理的なアルゴ

リズムを与えその証明をした．さらに具体的に述べると，簡単なモデルを数学的に定義し，そのモ

デル上で価値関数を最大化する方策をみつけるアルゴリズムを与え，それが数学的に正しいアルゴ

リズムであることの証明を与えた．

また，強化学習の数学モデルであるMRPの具体的な構成の一環として，状態空間が [0, 1]であ

るマルコフ連鎖の構成を行った．
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2 強化学習と TD(0)法の概説

まずは強化学習についてその概要を述べる．

強化学習のモデルには大きく「状態」と「行動」と「報酬」の三つの要素がある．ある状態にいる

とき，ある行動を取ることにより別の状態に遷移し，遷移した状態に対応して「報酬」を受け取る．

そしてまた，もう一度行動をとることにより，別の状態に遷移して，報酬を受け取る．このプロセ

スを繰り返すことで，様々な状態を移動しながらいくらかの報酬を得ることができる．強化学習の

目的は，「行動」の選び方を最適なものにすることで最終的に得られる報酬の総和の期待値を最大

化することである．身近な例としては，AlphaGoと呼ばれる囲碁をするマシーンや Atari2600と

いうゲームがある．(久保隆宏 [2])

なお，この節の内容はその多くを Csabà Szepesvàri [1]，森村哲郎 [3]を参考にした．

2.1 MDP/MRP

強化学習を数式を用いて扱うための基礎的なモデルがMDPである．

以下，(Ω,F)を可測空間とする．この確率測度や確率変数を定める場合，全てのこの測度空間上

で定める．

強化学習の議論する際のモデルとして最も基本的なものがMDPである．

定義 2.1. 以下に定める記号の五つ組 (X ,A,P0)をMDP (Markov Decision Process)という．

• X :状態の集合，高々可算

• A:行動の集合，高々可算

• 写像 P0:遷移確立カーネル．(x, a) ∈ X ×A に対して，X × R上で定義された関数

P0(· | x, a)

を対応付ける．この関数 P0(· | x, a)は次を満たす．

0 ≤ P0(· | x, a) ≤ 1,
∑
U

P0(U | x, a) = 1.

U ⊂ X × Rに対して
P0(U | x, a)

は，状態が xにおいて行動 aをとったとき，次の状態と得られる「報酬」が U に入ってい

る確率を表す．

定義 2.1 において「報酬」という言葉があるが，これはのちに定義を述べる．また，

(X , 2X ), (A, 2A) で可測空間を定める．
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定義 2.2. 状態遷移確率カーネル P : X ×A×X → [0, 1]は

P(x, a, y) = P0({y} × R | x, a)

である．

定義 2.3. MDPにおいて行動の集合の要素の個数が 1つのみのとき，そのMDPをMRP(Markov

Reward Process)という．

MDPは強化学習におけるモデルで，X が問題の環境を表している．

定義 2.4. γ は割引率と呼ばれるハイパーパラメータである．0 ≤ γ ≤ 1をみたす．

2.2 MDPによって定まる状態,行動,報酬の系列

定義 2.5. MDPを一つ固定する．報酬関数 R : X × A → R はその分布が P0 に従うような関数

である．すなわち，状態が x,行動が aであるときに，遷移する状態が y で，報酬が U ⊂ B(R)に
含まれている確率は

P0({y} × U | x, a)

である．また，報酬関数 Rは有界関数であるとする．

簡単のために，報酬関数を R : X ∋ y 7→ u ∈ Rとすることもある．この場合，報酬関数は現在
の状態にのみに依存した分布にしたがっている．

定義 2.6. 即時報酬関数 r : X ×A → Rは状態が x,行動を aを取った時の報酬関数の期待値であ

る．つまり，
r(x, a, y) = E[R(x, a, y)].

ただし，ここのでの期待値は確率測度 P0({y} × · | x, a) によるものである．

Rが有界関数なので r も有界関数である．

定義 2.7. π が定常方策とは，π : X ×A → [0, 1]という写像で次の条件を満たすもの．

0 ≤ π(x, a) ≤ 1,
∑
a∈A

π(x, ·) = 1 ∀x ∈ X

という写像であることをいう．これは状態 xにおいて行動 aが選択される確率を表す．条件付き

確率の意味を込めて π(a | x)とも書く．定常方策 π 全体の集合を Πで表すことにする．

定常方策 π ∈ Π を任意に一つ固定する．t ∈ N は現在の時刻とする．Xπ
0 を時刻 0 における状

態を表す Ω 上の確率変数とする．このとき，Aπ
0 を定常方策 π に従うように定める．すなわち，

Aπ
0 : Ω → Aであり，

Aπ
0 ∼ π(· | Xπ

0 ).
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状態遷移確立カーネルから，Xπ
1 : Ω → X が定まる．つまり，

Xπ
1 ∼ P(Xπ

0 , A
π
0 , ·).

Xπ
1 を観測すれば，報酬 Rπ

1 : Ω → Rが定まる. すなわち，

Rπ
1 ∼ P0(X

π
1 × {·} | Xπ

0 , A
π
0 ).

こうして得られた Xπ
1 に対して同様の操作をおこなうことで (Aπ

1 , X
π
2 , R

π
2 )を得る．これを繰り返

して，確率過程 ((Xπ
t , A

π
t , R

π
t+1); t ≥ 0)が決まる．

3節において方策や報酬などの設定を簡単にした場合の確率過程 ((Xπ
t , A

π
t , R

π
t+1); t ≥ 0)の具体

的な構成を述べる．そしてその場合において (Xπ
t )がマルコフ連鎖であることを示す．

2.3 価値関数

MDPと定常方策を一つ固定し，そのMDPによって定まる確率過程 ((Xπ
t , A

π
t , R

π
t+1); t ≥ 0) を

考える．

定義 2.8. 収益Rは次で定義される．

R =

∞∑
t=0

γtRπ
t+1.

価値関数は強化学習において重要な値である．

定義 2.9. 価値関数 V : Π×X → Rとは，

V (π, x) = E

[ ∞∑
t=0

γtRt+1

∣∣∣∣∣ X0 = x

]
.

なお価値関数を考える際は，X0 は任意の x ∈ X について，P(X0 = x) > 0 を満たしていると

する．

V (π, x)は，定常方策 π に従うMDPが状態 xからスタートしたとき，得られる収益の期待値を

表している．

2.4 ベルマン作用素

ベルマン作用素は強化学習において基本的な作用素である．マルコフ性と条件付き平均の性質を

用いて価値関数を捉えなおしたものである．補題 4.3も参照．

定義 2.10. MDP を一つ固定する．π ∈ Π を定常方策とする．π に従うベルマン作用素 Tπ :

RX → RX を次の式により定義する．

(TπV )(x) := r(x, π(x)) + γ
∑
y∈X

P(x, π(x), y)V (y).
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0 < γ < 1のとき，連立方程式

(TV )(x) = V (x) (x ∈ X )

は唯一の解 V をもつ．この方程式をベルマン方程式という．これは補題 4.1 と深くかかわりを

持っている．

2.5 TD(0)法

価値関数には以下のように無限級数が含まれている．

V (π, x) = E

[ ∞∑
t=0

γtRt+1

∣∣∣∣∣ X0 = x

]
.

したがって，コンピュータで価値関数の計算をするときは無限大の時刻までXn のシミュレーショ

ンをしなければならない．それは非現実的なので，価値関数の値は推定したい．そこで TD(0)法

についてそのアルゴリズムを述べる．そのまえに，一つ定義しなければならないことがある．

定義 2.11. 非負の数列 {αt}t≥0 が RM条件を満たすとは

1.
∑∞

t=0 αt = ∞.

2.
∑∞

t=0 α
2
t < ∞.

を満たすことである．

さて，以下に TD(0)法のアルゴリズムを述べる．

TD(0)法のアルゴリズム� �
MDP と定常方策 π がある．このときの，価値関数 V (π, x) の値を推定する．数列 {αt} は
RM 条件を満たすとする．以下で t ≥ 0 とする．以下の手順に則って関数列 Vt(π, ·) を考え
る．ただし，全ての tについて Vt(π, ·) : X → R である．V0(π, ·) : X → Rは恒等的に 0に

等しいとする．

手順 1. ステップ幅と呼ばれる δt+1 を次のように定める．

δt+1 = Rt+1 + γVt(π,X
π
t+1)− Vt(π,X

π
t ).

手順 2. t+ 1番目の価値関数の推定 Vt+1 を次のように定める．

Vt+1(π, x) = Vt(π, x) + αtδt+11{Xt=x} (∀x ∈ X ).� �
状態 Xt をコンピュータで観測するたびに関数 Vt を更新していく．Xt での価値と Xt+1 での価

値を割引率で重みを付けたものの差と，報酬の和を関数 Vt の更新幅として用いている．この点が

勾配降下法によく似ている．
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このアルゴリズムが収束するかどうかは大きな問題である．状態空間が有限であり，(Xt)がエ

ルゴード的なマルコフ連鎖の場合，この TD(0)のアルゴリズムは収束するといわれている．研究

背景でも述べたとおり，この文書では TD(0)法のこの勾配降下法のような手法に注目して，価値

関数の最大化を測るアルゴリズムを提示し，その正当性を示している．
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3 MDP/MRPの具体例の構成

この節ではマルコフ連鎖の構成を行う．もっと詳しく言うと，MDP/MRPの具体的な構成を行

う．ここでは，簡単のために行動は状態によって確実に決まるとする．すなわち，方策 π は決定

的な方策であるとする．別の言い方をすると，π : X → Aは写像であるとする．また，簡単のた
めに報酬関数 R のランダム性も省く．すなわち，状態の集合 X が与えられた時，報酬関数 R は

R : X → Rなる有界関数であるとする．
状態空間が離散集合の場合，適当な確率空間上にマルコフ連鎖を構成できることが知られてい

る．(舟木 [5,pp.96,命題 7.7]) そこで，状態空間が連続の場合にマルコフ連鎖を構成することを考

える．この構成が示されればMDP/MRPの数学的な実例を一つ提示できたことになる．

3.1 確率変数の定義

モデルを設定するために記号の定義をする．

定義 3.1. 以下のようにそれぞれの記号を定める．

• X = [0, 1]を状態空間とする．

• Aは行動の空でない高々可算集合とする．
• (X ,B[0, 1])で可測空間を定める
• (A, 2A)で可測空間を定める．

• R : X → Rを有界かつ連続な関数とする．
• π : X −→ Aは写像である
• π は X/A-可測とする．

次に，この節で構成するマルコフ連鎖の遷移確率関数に相当する関数 f の定義を行う．

定義 3.2. fπ : X ×A×X −→ [0, 1] を次のような写像とする．

fπ(x, a, y) =

{
0 (if a ̸= π(x))

f(x, a, y) (if a = π(x))
.

ただし，x ∈ X を任意に固定し，a = π(x)のとき，次の式を満たすとする．∫ 1

0

fπ(y | x, a)dy = 1.

この f は後に構成するマルコフ連鎖の遷移確率に相当するものである．したがって，条件付き確

率であるということを明示的にするために f(x, a, y)を

f(y | x, a)

と書くことにする．
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確率空間の定義を行う．

定義 3.3. 次のようにそれぞれの記号を定める．ただし，以下で iは自然数である．

• mi は R上のルベーグ測度である．
• 確率空間 (Ωi,Fi, µi)を全て ([0, 1],B[0, 1],mi)とする．

• 直積確率空間 (Ω,F ,P)を

Ω =
∞∏
i=1

Ωi, F =

∞∏
i=1

Fi, P =

∞∏
i=1

mi

と定義する．

定義 3.4. i番目の確率空間上の確率変数 Ui : Ωi −→ Rを次を満たすとする．

• 確率変数の族 {Ui}i は確率測度 Pに関して独立．
• 任意の ωi ∈ Ωi について Ui(ωi) = ωi である．

補題 3.5. 任意の i ∈ Nに対して
Ui ∼ Unif [0, 1]

である．ただし，Unif [0, 1]は [0, 1]上の一様分布を表す．つまり，Ui の密度関数 fUi は次のよう

に表される．

fUi
(x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1

0 otherwise

.

証明. i ∈ Nを任意に選ぶ．Ωi = [0, 1]なので実数 aに対して次のようになる．

P(Ui ≤ a) =


0 (a ≤ 0)

mi[0, a] (0 ≤ a ≤ 1)

1 (1 < a)

.

一方，関数 f : R −→ Rを

f(x) =

{
1 (0 ≤ x ≤ 1)

0 (x < 0, 1 < x)

とすると， ∫ a

−∞
f(x)dx =


0 (a ≤ 0)

mi[0, a] (0 ≤ a ≤ 1)

1 (1 < a)

である．したがって，任意の実数 aについて

P(Ui ≤ a) =

∫ a

−∞
f(x)dx

が成り立つ．よって Ui は [0, 1]上の一様分布に従う．
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次に分布に相当する記号を定義する．

定義 3.6. 関数 F : X ×A× R −→ [0, 1]を次のように定める．

F (y | x, a) =


0 (if a ̸= π(x))

1 (if y > 1)∫ y

0
f(z | x, a)dz (if 0 ≤ y ≤ 1)

0 (if y < 0)

.

定義 3.6の F を分布としてもつ確率変数の定義をする．

定義 3.7. X0, A0(= π(X0))は与えられた定数とする．i ≥ 1に対して，ρi :
∏∞

n=1 Ωn −→ Ωi を

ω ∈ Ωの i番目の成分への射影とする．すなわち，Ω ∋ ω = (ω1, ω2, · · · )としたとき，ρi(ω) = ωi

である．(Ω,F ,P)上の確率変数族 {Xi}i∈N を次で定義する．Ω ∋ ω = (ω1, ω2, · · · )について

X1(ω) = inf{y ∈ [0, 1] ; U1(ρ1(ω)) ≤ F (y | X0, A0)} ≡ F−1(U1 | X0, A0),
X2(ω) = inf{y ∈ [0, 1] ; U2(ρ2(ω)) ≤ F (y | X1(ω), A1(ω))} ≡ F−1(U2 | X1, A1),

...
...

...,
Xi(ω) = inf{y ∈ [0, 1] ; Ui(ρi(ω)) ≤ F (y | Xi−1(ω), Ai−1(ω))} ≡ F−1(Ui | Xi−1, Ai−1),

...
...

...

と定める．なお，各 Xi について inf をとる集合が空集合の場合，0を割り当てる．

補題 3.8. 定義 3.7で定めた写像は well-definedである．

証明. i ∈ N, ω ∈ Ωを固定する．定義 3.7より，閉区間 [0, 1]の部分集合の inf を取っているので，

Xi(ω)の値は一意に定まる．再びXi(ω)の定義より，Xi(ω)の確率変数がとる値は 0 ≤ Xi(ω) ≤ 1

である．

Xi 達は全て Ω =
∏

i Ωi 上で定義された関数であるが，nを一つ固定したとき，任意の ω ∈ Ωに

対して Xn(ω)の値は ω の最初の n個の成分だけに依存している．

補題 3.9. 任意の n(≥ 1)について，s, t ∈ Ωが

ρi(s) = ρi(t) (1 ≤ i ≤ n)

をみたしているならば
Xn(s) = Xn(t)

が成り立つ．

証明. 帰納法で証明する．n = 1とする．s, t ∈ Ωは ρ1(s) = ρ1(t) を満たしているとすると，

X1(s) = inf{y ∈ [0, 1] ; U1(ρ1(s) ≤ F (y | X0, A0)}
= inf{y ∈ [0, 1] ; U1(ρ1(t)) ≤ F (y | X0, A0)}
= X1(t).
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k ≥ 1とする．n = k のときに Xk(s) = Xk(t)が成立とする．s, t ∈ Ωは ρi(s) = ρi(t) (1 ≤
i ≤ k + 1) を満たしているとすると，

Xk+1(s) = inf{y ∈ [0, 1] ; Uk+1(ρk+1(s)) ≤ F (y | Xk(s), Ak(s))}

帰納法の仮定より

= inf{y ∈ [0, 1] ; Uk+1(ρk+1(s)) ≤ F (y | Xk(t), Ak(t)}
= inf{y ∈ [0, 1] ; Uk+1(ρk+1(t)) ≤ F (y | Xk(t), Ak(t)}
= Xk+1(t).

補題 3.9 より，Xn(ω)の値を知るためには ω のはじめの n個の成分だけを見ればよいというこ

とが分かる．そこで，定義域をはじめの n個の成分にだけ狭めた確率変数を定義しておく．

定義 3.10. n ∈ N とする．Xn の定義域を Ω1 × · · · × Ωn とみなした確率変数を Yn とする．ま

た，Bn = π(Yn)と定める．すなわち，Y0 := X0, B0 := A0 と定義し，n ≥ 1については，以下の

ように定義する．ω ∈ Ωに対して，

Y1(ρ1(ω)) = inf{y ∈ [0, 1] ; U1(ρ1(ω)) ≤ F (y | X0, A0)},
Y2(ρ1(ω), ρ2(ω)) = inf{y ∈ [0, 1] ; U2(ρ2(ω)) ≤ F (y | Y1(ρ1(ω)), B1(ρ1(ω)))},

...
...,

Yi+1(ω̃) = inf
{
y ∈ [0, 1] ; Ui+1(ρi+1(ω)) ≤ F

(
y | Yi

(
ω̂
)
, Bi

(
ω̂
))}

,

...
...

ただし，ω̃ = (ρ1(ω), · · · , ρi+1(ω)), ω̂ = (ρ1(ω), · · · , ρi(ω))である．

系 3.11. 定義 3.10で定めた確率変数は well-definedである．さらに，ω ∈ Ωの最初の n個の成

分が ω1, · · · , ωn とし，ω̃ = (ω1, · · · , ωn)とすれば，次が成立する．

Xn(ω) = Yn(ω̃).

3.2 (Xn)がマルコフ連鎖であること

3.2.1 Xn の分布関数

定義 3.6の F を分布として持つように定義 3.7で確率変数Xn たちを定めていた．そこで，実際

に分布が F であることを確かめる．まずは，X1 の分布を計算する．

補題 3.12. b ∈ [0, 1]とする．このとき，

{X1 ≤ b} =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρ1(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

}
である．
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証明. ω ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρ1(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|X0, A0)dz

}
を任意にとる．すると，

ρ1(ω1) ≤
∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

なので，

b ∈
{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ω1 ≤
∫ y

0

f(z|X0, A0)dz

}
であることが分かる．したがって，

inf

{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ω1 ≤
∫ y

0

f(z|X0, A0)dz

}
≤ b

である．X1 の定義より
X1(ω) ≤ b

となる．したがって，ω ∈ {X1 ≤ b}である．
ω ∈ {X1 ≤ b}を取る．X1(ω) ≤ bが成立しているが，X1(ω) < bおよび，X1(ω1) = bの二つ

の場合が考えられる．X1(ω) < bの場合は明らかに

ρ1(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

が成立している．b = X1(ω) の場合を考えよう．inf の定義より任意の ε > 0 に対してある

y ∈
{
y ∈ [0, 1]

∣∣ ω1 ≤
∫ y

0
f(z|X0, A0)dz

}
が存在し，

ρ1(ω) ≤
∫ y

0

f(z|X0, A0)dz ≤
∫ b+ε

0

f(z|X0, A0)dz

となる．よって，ε ↓ 0とすると，

ρ1(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

となる．したがって，ω ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρ1(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|X0, A0)dz

}
．

命題 3.13. b ∈ Rとする．P(X1 ≤ b) = F (b | X0, A0)が成立する．すなわち，X1 の分布 FX1 は

F (· | X0, A0)である．

証明. b < 0 のとき，0 ≤ X1 ≤ 1 より，P(X1 ≤ b) = P(∅) = 0 である．また，F の定義より，

F (b | X0, A0) = 0である．ゆえに，P(X1 ≤ b) = F (b | X0, A0).

b > 1のとき，同様に，P(X1 ≤ b) = 1であり，F (b | X0, A0) = 1 である．
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b ∈ [0, 1]の場合について考える．補題 3.12より，

P(X1 ≤ b) = P

({
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρ1(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

})

= m1

([
0,

∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

])

=

∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

である．一方，F (· | X0, A0)の定義より，

F (b | X0, A0) =

∫ b

0

f(z|X0, A0)dz

であるから，
P(X1 ≤ b) = F (b | X0, A0)

である．

次に，X2 の分布を考える．X1 の時とは異なり，「条件付きの部分」にランダム性が現れる．X2

の定義から，X1 について知っていなければならない．X1, A1 の条件つきの，X2 の分布を考えね

ばならない．一方，X1 の分布を考える際に X0 も書いていたが，これは予め与えられるものなの

でランダム性が無かった．

補題 3.14.

{X2 ≤ b} =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρ2(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
.

証明. ω ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρ2(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
を取る．すると，

ρ2(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

なので，

b ∈
{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣ ρ2(ω) ≤ ∫ y

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
であることが分かる．したがって，

inf

{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ρ2(ω) ≤ ∫ y

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
≤ b

である．X2 の定義より
X2(ω) ≤ b

となる．したがって，ω ∈ {X2 ≤ b}である．
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逆に，ω ∈ {X2 ≤ b}を取る．X2(ω) ≤ bが成立しているが，X2(ω) < bおよび，X2(ω) = bの

二つの場合が考えられる．X2(ω) < bの場合は明らかに

ω ≤
∫ b

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

が成立している．b = X2(ω) の場合を考えよう．inf の定義より任意の ε > 0 に対してある

y ∈
{
y ∈ [0, 1]

∣∣ ρ2(ω) ≤ ∫ y

0
f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
が存在し，

ω ≤
∫ y

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz ≤
∫ b+ε

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

となる．よって，ε ↓ 0とすると，

ω ≤
∫ b

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

となる．したがって，ω ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρ2(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}
.

命題 3.15. X2 の条件付き分布関数 FX2(· | X1, A1)は F (· | X1, A1)である．すなわち，任意の

b ∈ Rについて，
P(X2 ≤ b | X1, A1) = F (b | X1, A1)

が成立する．

証明. P(X2 ≤ b | X1, A1)とは E(I{X2≤b} | X1, A1)のことなので，任意の G ∈ σ(X1, A1)につい

て次が成立することを示せばよい．∫
G

I{X2≤b}dP =

∫
G

∫ b

0

f(z | X1, A1)dzdP.

表記の簡単さのために

F =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρ2(ω) ≤
∫ b

0

f(z|X1(ω), A1(ω))dz

}

とおく．
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補題 3.14より ∫
G

I{X2≤b}(ω)dP

=

∫
G

IF (ω)dP

=

∫
IG∩F (ω)dP

=

∫
IG∩F (ω) P1 ⊗ P2(d(ω1, ω2))

=

∫
IG∩F (ω) P2(dω2)P1(dω1)

=

∫
G

∫ b

0

f(z | X1(ω), A1(ω))dzdP1.

同様にすると Xn の条件付き分布も計算できる．

補題 3.16.

{Xn ≤ b} =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρn(ω) ≤
∫ b

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
.

証明. ω ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρn(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
を取る．すると，

ρn(ω) ≤
∫ b

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

なので，

b ∈
{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ρn(ω) ≤ ∫ y

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
であることが分かる．したがって，

inf

{
y ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ρn(ω) ≤ ∫ y

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
≤ b

である．Xn の定義より
Xn(ω) ≤ b

となる．したがって，ω ∈ {Xn ≤ b}である．
逆に，ω ∈ {Xn ≤ b}を取る．Xn(ω) ≤ bが成立しているが，Xn(ω) < bおよび，Xn(ω) = b

の二つの場合が考えられる．Xn(ω) < bの場合は明らかに

ωn ≤
∫ b

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz
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が成立している．b = Xn(ω)の場合を考えよう．inf の定義より任意の ε > 0に対してある y ∈ A

が存在し，

ωn ≤
∫ y

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz ≤
∫ b+ε

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

となる．よって，ε ↓ 0とすると，

ωn ≤
∫ b

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

となる．したがって，ωn ∈
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ ρn(ω) ≤ ∫ b

0
f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
．

命題 3.17. n ≥ 1 とする．Xn の条件付き分布関数 FXn(· | Xn−1, An−1) は F (· | Xn−1, An−1)

である．すなわち，任意の b ∈ Rについて，

P(Xn ≤ b | Xn−1, An−1) = F (b | Xn−1, An−1)

が成立する．

証明. P(Xn ≤ b | Xn−1, An−1) とは E(I{Xn≤b} | Xn−1, An−1) のことなので，任意の G ∈
σ(X1, A1, · · · , Xn−1, An−1)について次が成立することを示せばよい．∫

G

I{Xn≤b}(ω)dP =

∫
G

∫ b

0

f(z | Xn−1(ω), An−1(ω))dzdP.

表記の簡単さのために

F =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ρn(ω) ≤
∫ b

0

f(z|Xn−1(ω), An−1(ω))dz

}
とおく．

補題 3.16より，次のような計算ができる．∫
G

I{Xn≤b}(ω)dP

=

∫
G

IF (ω)dP

=

∫
IG∩F (ω)dP

=

∫
IG∩F (ω)dP1 ⊗ · · · ⊗ Pn

=

∫
IG∩F (ω) Pn(dωn)P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(d(ω1, · · · , ωn−1))

=

∫
G

∫ b

0

f(z | Xn−1(ω), An−1(ω))dzdP1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1.
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3.2.2 f が遷移確率になっていること

(Xn)がマルコフ連鎖になっていることを示そう．

命題 3.18. i ∈ Nを任意にひとつ固定する．全ての A ∈ B[0, 1]に対して

P(Xi ∈ A | Xi−1, Ai−1) =

∫
A

f(y | Xi−1, Ai−1)dy

が成立している．

証明. i = 1のとき．すべての G ∈ B[0, 1]について

P(X1 ∈ G | X0, A0) =

∫
G

f(y | X0, A0)dy

を示す．つまり，任意の F ∈ σ(X0, A0)について∫
F

I{X1∈G}(ω)P(dω) =
∫
F

∫
G

f(y | X0, A0)dydP

を示せばよい．だがここで，X0, A0 は与えられた定数関数なので，σ(X0, A0) は最も簡単な σ-

alg.，すなわち，σ(X0, A0) = {∅, [0, 1]} である．F = ∅ の場合は両辺とも 0 になるので正しい．

F = [0, 1]の場合は次にように計算できる．∫
F

I{X1∈G}(ω)P(dω)

= P({X1 ∈ G})
= P1({X1 ∈ G}).

補題 3.12より，任意の b ∈ [0, 1]に対して

P1({X1 ≤ b}) =
∫ b

0

f(y | X0, A0)dy

が成立する．I := {[0, a] | a ∈ [0, 1]}は π 系であり，σ(I) = B[0, 1] だから，

P1({X1 ∈ G}) =
∫
G

f(y | X0, A0)dy

が成り立つ．

i = 2のときすべての G ∈ B[0, 1]について

P(X2 ∈ G | X1, A1) =

∫
G

f(y | X1, A1)dy

を示す．したがって，任意の F ∈ σ(X1, A1)について∫
F

I{X2∈G}(ω)P(dω) =
∫
F

∫
G

f(y | X1(ω), A1(ω))dyP(dω)
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を示せばよい．F = [0, a], G = [0, b] (a, b ∈ [0, 1])として，∫
F

I{X2∈G}(ω)P(dω) =
∫ a

0

∫ b

0

f(y | X1(ω), A1(ω))dyP(dω)

=

∫ a

0

F (b | X1(ω), A1(ω))P(dω)

=

∫ a

0

P(X2 ≤ b | X1(ω), A1(ω))P(dω)

=

∫ a

0

I{X2≤b}(ω)P(dω).

なお，2 行目から 3 行目の変形は命題 3.15 を用いた．また，3 行目から 4 行目の変形は [0, a] ∈
σ(X1, A1) であることより条件付き平均の定義から従う．σ(I × I) = B[0, 1] × B[0, 1] であるか
ら*1，B[0, 1]× B[0, 1]上で∫

F

I{X2∈G}(ω)P(dω) =
∫
F

∫
G

f(y | X1(ω), A1(ω))dyP(dω)

が言えた．σ(X1, A1) ⊂ B[0, 1]なので，任意の F ∈ σ(X1, A1)について∫
F

I{X2∈G}(ω)P(dω) =
∫
F

∫
G

f(y | X1(ω), A1(ω))dyP(dω)

もいえたことになる．

3.2.3 X2 のマルコフ性

ここから，Xn がマルコフ性を持つことを示す．まずは X2 についてマルコフ性を見る．

命題 3.19. 全ての C ∈ B[0, 1]について

P(X2 ∈ C | X0, X1) = P(X2 ∈ C | X1)

が成立する．

証明. X0 は与えられた定数関数なので σ(X0, X1) = σ(X1)だから，

P(X2 ∈ C | σ(X0, X1)) = P(X2 ∈ C | σ(X1)).

*1 証明してない
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3.2.4 X3 のマルコフ性

次に，X3 についてマルコフ性を持つことをしめすが，その前にいくつかの補題を証明する．

定義 3.20. a, b ∈ [0, 1], C ∈ B[0, 1]とする．集合 G1a, G2b, G3C ,H1a,H2b,H3C ,K1a,K2b をそ

れぞれ次のように定義する．

G1a :=

{
t ∈ Ω

∣∣∣∣ U1(ρ1(t)) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy

}
,

G2b :=

{
t ∈ Ω

∣∣∣∣∣ U2(ρ2(t)) ≤
∫ b

0

f(y | X1(t), A1(t))dy

}
,

G3C := {X3 ∈ C} ,

H1a :=

{
(ω1, ω2, ω3) ∈ Ω1 × Ω2 × Ω3

∣∣∣∣ U1(ω1) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy

}
,

H2b :=

{
(ω1, ω2, ω3) ∈ Ω1 × Ω2 × Ω3

∣∣∣∣∣ U2(ω2) ≤
∫ b

0

f(y | Y1(ω1), B1(ω1))dy

}
,

H3C := {Y3 ∈ C} ,

K1a :=

{
(ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2

∣∣∣∣ U1(ω1) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy

}
,

K2b :=

{
(ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2

∣∣∣∣∣ U2(ω2) ≤
∫ b

0

f(y | Y1(ω1), B1(ω1))dy

}
.

補題 3.21.

G1a ∩G2b ∩G3C = (H1a ∩H2b ∩H3C)×
∞∏
i=4

Ωi.

証明. t ∈ G1a ∩ G2b ∩ G3C を任意に固定する．(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) について調べる．t ∈ G1a

より，

U1(ρ1(t)) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy

を満たす．したがって，(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H1a である．また，t ∈ G2b であることから

U2(ρ2(t)) ≤
∫ b

0

f(y | X1(t), A1(t))dy

が成立する．系 3.10より，X1(t) = Y1(ρ1(t)), A1(t) = B1(ρ1(t)) なので，

U2(ρ2(t)) ≤
∫ b

0

f(y | Y1(ρ1(t)), B1(ρ1(t)))dy

が成立する．したがって，(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H2b である．再び，系 3.10 より，

(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H3C がわかる．したがって，

(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H1a ∩H2b ∩H3C
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である．よって，

t ∈ (H1a ∩H2b ∩H3C)×
∞∏
i=4

Ωi

逆に，t ∈ (H1a ∩H2b ∩H3C)×
∏∞

i=4 Ωi を任意に取る．(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H1a より，

U1(ρ1(t)) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy

が成り立つので，t ∈ G1a である．(ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)) ∈ H2b より，

U2(ρ2(t)) ≤
∫ b

0

f(y | Y1(ρ1(t)), B1(ρ1(t)))dy

であり，系 3.10より，X1(t) = Y1(ρ1(t)), A1(t) = B1(ρ1(t))なので，

U2(ρ2(t)) ≤
∫ b

0

f(y | X1(t), A1(t))dy

が分かる．したがって，t ∈ G2b である．系 3.10より，t ∈ G3 がわかる．したがって，

t ∈ G1a ∩G2b ∩G3C

である．

補題 3.22. ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2 を固定する．全ての ω3 ∈ Ω3 について

IK1a∩K2b
(ω1, ω2) = IH1a∩H2b

(ω1, ω2, ω3).

証明. IK1a∩K2b
(ω1, ω2) = 1のとき，K1a,K2bの定義から，全ての ω3 ∈ Ω3に対して (ω1, ω2, ω3) ∈

H1a ∩H2b である．したがって，IH1a∩H2b
(ω1, ω2, ω3) = 1である．

IK1a∩K2b
(ω1, ω2) = 0 のときは，(ω1, ω2) が K1a,K2b の少なくとも一方に属していないこ

とになるので，(ω1, ω2, ω3) も H1a,H2b の少なくとも一方には属していない．したがって，

IH1a∩H2b
(ω1, ω2, ω3) = 0

補題 3.23. (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2 が固定されている．C ∈ B[0, 1]とする．このとき，∫
r∈Ω3

IH3C
(ω1, ω2, r)P3(dr) =

∫
C

f(y | Y2(ω1, ω2), B2(ω1, ω2))dy.

証明. 系 3.11と命題 3.18とフビニの定理より従う．

次とその次の二つの補題は，補題 3.26の証明のために必要な補題である．

補題 3.24. X,Y を空でない集合，f : X → Y を写像とする．G は Y 上の σ-alg.であるとする．

このとき，f−1(G) := {f−1(G) | G ∈ G}は X 上の σ-alg.である．
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証明. X = f−1(Y )であり，Y ∈ G より，X ∈ f−1(G)である．
F ∈ f−1(G)とする．定義より，ある G ∈ G が存在し，

F = f−1(G)

と書ける．このとき，
F c = (f−1(G))c = f−1(Gc)

であり，Gc ∈ G なので，F c ∈ f−1(G)である．
(Fi)i∈N ⊂ f−1(G)を任意に選ぶ．定義より，各 iについて，ある Gi ∈ Gi が存在し，

Fi = f−1(Gi)

と書ける．このとき， ∪
i

Fi =
∪
i

f−1(Gi) = f−1

(∪
i

Gi

)

であり，
∪

i Gi ∈ f−1(G)なので，
∪

i Fi ∈ f−1(G)である．

補題 3.25. X,Y をそれぞれ空でない集合とする．C を Y の部分集合の族とする．f : X −→ Y

という写像が与えられている．σ(C)は C により生成される σ-alg.，つまり，C を含む Y 上の最小

の σ-alg.を表すとする．このとき，

f−1(σ(C)) = σ(f−1(C))

が成立する．

証明. 補題 3.24より，f−1(σ(C))は σ-alg.である．定義より，f−1(σ(C)) ⊃ f−1(C)である．生成
された σ-alg.の最小性より f−1(σ(C)) ⊃ σ(f−1(C)) である．
Y の部分集合族 D を次のように定義する；

D := {A ⊂ Y | f−1(A) ∈ σ(f−1(C))}

とする．ここで，D が C を含む σ-alg.であることを示す．C ∈ C とする．当然，C ∈ σ(C)であ
り，f−1(C) ∈ f−1(C)より，

f−1(C) ∈ σ(f−1(C))

である．したがって，
C ∈ D

である．よって，C ⊂ D が成り立つ．
次に，D が σ-alg. であることを示そう．まず，Y ∈ σ(C) である．f−1(Y ) = X であり，

σ(f−1(C))は X 上の σ-alg.なので，

X ∈ σ(f−1(C))
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である．したがって，f−1(Y ) ∈ σ(f−1(C))がなりたつ．よって，

Y ∈ D

である．次に，A ∈ D とする．D の定義より，

f−1(A) ∈ σ(f−1(C))

である．よって，(f−1(A))c = X − f−1(A) = f−1(Y −A) = f−1(Ac)も，σ(f−1(C))に属する．
したがって，

Ac ∈ D

である．最後に，(Ai)i∈N ⊂ D とする．各 iについて，D の定義から，

f−1(Ai) ∈ σ(f−1(C))

である．したがって，
∪

i f
−1(Ai)も σ(f−1(C))に属する．

∪
i f

−1(Ai) = f−1(
∪

i Ai)であるから，∪
i

Ai ∈ D

である．以上により，D は σ-alg.であることが証明できた．したがって，

σ(C) ⊂ D

である．よって，
f−1(σ(C)) ⊂ f−1(D)

である．いっぽう，D の定義より

f−1(D) ⊂ σ(f−1(C))

ゆえに，
f−1(σ(C)) ⊂ σ(f−1(C)).

補題 3.26. Z : Ω → R2 で，Z(ω) = (X1(ω), X2(ω))，G := {A×B | A,B ∈ B[0, 1]} とする．こ
のとき，

σ(X0, X1, X2) = σ(Z−1(G)) = Z−1(σ(G))

が成立する．

証明. 補題 3.25より，σ(Z−1(G)) = Z−1(σ(G))である．
σ(Z−1(G))上で X1, X2 が可測であることを示そう．B ∈ B[0, 1]を任意に一つ固定する．

X−1
1 (B) = Z−1(B × [0, 1]),

X−1
2 (B) = Z−1([0, 1]×B),
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より，
X−1

1 (B), X−1
2 (B) ∈ σ(Z−1(G))

である．したがってこれらの確率変数は σ(Z−1(G))上で可測．
逆に，σ(X0, X1, X2) ⊃ Z−1(G)であることを示そう．F ∈ Z−1(G)を取る．すると，定義より
ある A,B ∈ B[0, 1]が存在して F = Z−1(A×B)と書ける．よって，

Z−1(A×B) = X−1
1 (A) ∩X−1

2 (B)

である．σ(X0, X1, X2)上では X1, X2 は可測なので，

X−1
1 (A), X−1

2 (B) ∈ σ(X0, X1, X2)

である．よって，
F = X−1

1 (A) ∩X−1
2 (B) ∈ σ(X0, X1, X2).

したがって，
Z−1(G) ⊂ σ(X0, X1, X2)

である．

以上により
σ(X0, X1, X2) = σ(Z−1(G))

が示せた．

補題 3.27.

π([0, 1]) := {[0, x] | 0 ≤ x ≤ 1},
(π([0, 1]))2 := {[0, a]× [0, b] | 0 ≤ a, b ≤ 1},

I := {X−1
1 ([0, a]) ∩X−1

2 ([0, b]) | a, b ∈ [0, 1]},

とする．このとき

σ(X0, X1, X2) = σ(I).

が成立する．

証明. B([0, 1])⊗ B([0, 1])を
⊗2

i=1 B([0, 1])と書くことにする．
補題 3.26 で定義した Z に対して，I = Z−1

(
(π([0, 1]))2

)
である．したがって，σ(I) =

σ(Z−1
(
(π([0, 1]))2

)
) が成立する．補題 3.25 より，σ(I) = Z−1(σ

(
(π([0, 1]))2

)
) である．補題

3.26 で定義した G に対して，σ(G) =
⊗2

i=1 B([0, 1]) である．したがって，σ
(
(π([0, 1]))2

)
=
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⊗2
i=1 B([0, 1]) を示せばよい．すると補題 3.26より，

σ(I) = σ(Z−1
(
(π([0, 1]))2

)
= Z−1(σ

(
(π([0, 1]))2

)
)

= Z−1

(
2⊗

i=1

B([0, 1])

)
= Z−1(σ(G))
= σ(Z−1(G))
= σ(X0, X1, X2)

が分かる．

明らかに (π([0, 1]))2 ⊂
⊗2

i=1 B[0, 1] である．
任意に A×B ∈ G を取ると，

A×B = (A× [0, 1]) ∩ ([0, 1]×B)

である．A ∈ B[0, 1] = σ(π([0, 1]))であるから，A× [0, 1] ∈ σ
(
(π([0, 1]))2

)
である．これは B に

関しても同様である．ゆえに，
A×B ∈ σ

(
(π([0, 1]))2

)
である．よって，

G ⊂ σ
(
(π([0, 1]))2

)
つまり，

2⊗
i=1

B[0, 1] = σ(G) ⊂ σ
(
(π([0, 1]))2

)
である．

次の命題で，X3 についてもマルコフ性を満たすことを証明する．

命題 3.28. 全ての C ∈ B[0, 1]について

P(X3 ∈ C | X0, X1, X2) = P(X3 ∈ C | X2).

証明. C ∈ B[0, 1]を任意に選ぶ．命題 3.18より，

P(X3 ∈ C | X2) =

∫
C

f(y | X2, A2)dy

である．よって，

P(X3 ∈ C | X0, X1, X2) =

∫
C

f(y | X2, A2)dy

を示せばよい．条件付き期待値の定義から，すべての F ∈ σ(X0, X1, X2)について∫
F

I{X3∈C}dP =

∫
F

∫
C

f(y | X2, A2)dydP
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を示せばよい．

I := {X−1
1 ([0, a]) ∩ X−1

2 ([0, b]) | a, b ∈ [0, 1]} とおく．F ∈ I を任意にえらび，F = {X1 ≤
a} ∩ {X2 ≤ b} とする．ただし，a, b, c ∈ [0, 1]なる定数である．∫

F

I{X3∈C}(t)P(dt) =
∫
Ω

I{X1≤a}∩{X2≤b}∩{X3∈C}(t)P(dt)

=

∫
Ω

IG1a∩G2b∩G3C
(t)P(dt)

= P(G1a ∩G2b ∩G3C).

補題 3.21より，

P(G1a ∩G2b ∩G3C) = P

(
(H1a ∩H2b ∩H3C)×

∞∏
i=4

Ωi

)
=
(
P1 ⊗ P2 ⊗ P3(H1a ∩H2b ∩H3C)

)
× 1

=

∫
x∈Ω1×Ω2×Ω3

IH1a∩H2b∩H3C
(x)P1 ⊗ P2 ⊗ P3(dx)

=

∫
x∈Ω1×Ω2×Ω3

IH1a∩H2b
(x)IH3C

(x)P1 ⊗ P2 ⊗ P3(dx)

=

∫
s∈Ω1×Ω2

(∫
r∈Ω3

IH1a∩H2b
(s, r)IH3C

(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds).

なお，最後の行の変形にはフビニの定理を用いた．補題 3.22より，∫
s∈Ω1×Ω2

(∫
r∈Ω3

IH1a∩H2b
(s, r)IH3C

(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds)

=

∫
s∈Ω1×Ω2

(∫
r∈Ω3

IK1a∩K2b
(s, r)IH3C

(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds)

=

∫
s∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(s)

(∫
r∈Ω3

IH3C
(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds).

補題 3.23より， ∫
s∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(s)

(∫
r∈Ω3

IH3C
(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds)

=

∫
s∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(s)

(∫
r∈Ω3

I{Y3∈C}(s, r)P3(dr)

)
P1 ⊗ P2(ds)

=

∫
s∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(s)

(∫
C

f(y | Y2(s), B2(s))dy

)
P1 ⊗ P2(ds).

さて，Ω ∋ ω = (ω1, ω2, ω3, · · · )を固定したとき，

X2(ω) = Y2(ω1, ω2), A2(ω) = B2(ω1, ω2)

である．だから，この固定した ω に対して∫
C

f(y | X2(ω), A2(ω))dy =

∫
C

f(y | Y2(ω1, ω2), B2(ω1, ω2))dy
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である．また，F ∈ σ(X0, X1, X2)より，

IF (ω) = IK1a∩K2b
(ω1, ω2)

も成立する．よって，∫
F

∫
C

f(y | X2(ω), A2(ω))dydP

=

∫
ω∈Ω

IF (ω)

(∫
C

f(y | X2(ω), A2(ω))dy

)
P(dω)

=

∫
ω∈Ω

IK1a∩K2b
(ω1, ω2)

(∫
C

f(y | Y2(ω1, ω2), B2(ω1, ω2))dy

)
P(dω)

=

∫
(ω1,ω2)∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(ω1, ω2)

(∫
C

f(y | Y2(ω1, ω2), B2(ω1, ω2))dy

)
P1 ⊗ P2(d(ω1, ω2))

=

∫
s∈Ω1×Ω2

IK1a∩K2b
(s)

(∫
C

f(y | Y2(s), B2(s))dy

)
P1 ⊗ P2(ds)

となる．

したがって任意の F ∈ I に対して∫
F

I{X3∈C}dP =

∫
F

∫
C

f(y | X2, A2)dydP

が成立する．

I は π 系であり，補題 3.26 より，σ(I) = σ(X0, X1, X2) である．よって，任意の F ∈
σ(X0, X1, X2)に対して ∫

F

I{X3∈C}dP =

∫
F

∫
C

f(y | X2, A2)dydP

が成立する．

3.2.5 Xn のマルコフ性

i = n(≥ 3) のときは i = 3 のときと同様にできる．基本的に 3.2.5 内の X3 を Xn に，X2 を

Xn−1 に置き換えるとよい．

Xn のマルコフ性を調べるためにいくつかの補題を提示するが，その証明は X3 のマルコフ性を

調べたときと同じなので省略する．

定義 3.29. nを自然数とする．a1, · · · , an−1, b1, · · · , bn−1, c1, · · · , cn−1 ∈ [0, 1]とする．C,D ∈
B[0, 1] とする．このとき，Ω の部分集合 G1, · · · , Gn−1, Gn と Ω1 × · · · × Ωn の部分集合

H1, · · · ,Hn−1,Hn，および Ω1 × · · · × Ωn−1 の部分集合 K1, · · · ,Kn−1 を以下のように定義
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する．

G1 := {t ∈ Ω | U1(ρ1(t)) ≤
∫ a

0

f(y | X0, A0)dy},

...

Gn−1 := {t ∈ Ω | Un−1(ρn−1(t)) ≤
∫ an−1

0

f(y | Xn−2(t), An−2(t))dy},

Gn := {Xn ∈ C},

H1 := {t | U1(t1) ≤
∫ b1

0

f(y | Y0, B0)dy},

...

Hn−1 := {t | s = (t1, · · · , tn−2), Un−1(tn−1) ≤
∫ bn−1

0

f(y | Yn−2(s), Yn−2(s))dy}

Hn := {Yn ∈ D},

K1 := {r | U1(r1) ≤
∫ c1

0

f(y | X0, A0)dy},

...

Kn−1 := {r | u = (r1, · · · , rn−2), Un−1(rn−1) ≤
∫ cn−1

0

f(y | Yn−2(u), Bn−2(u))dy}.

補題 3.30.

G1 ∩ · · · ∩Gn = (H1 ∩ · · · ∩Hn)×
∞∏

i=n+1

Ωi.

補題 3.31. ω1 ∈ Ω1, · · · , ωn−1 ∈ Ωn−1 を固定する．全ての ωn ∈ Ωn について

IK1∩···∩Kn−1
(ω1, · · · , ωn−1) = IH1∩···∩Hn−1

(ω1, · · · , ωn).

補題 3.32. (ω1, · · · , ωn−1) ∈ Ω1 × · · ·Ωn−1 が固定されている．C ∈ B[0, 1]とする．このとき，∫
r∈Ωn

IHn(ω1, · · · , ωn−1, r)Pn(dr) =

∫
C

f(y | Yn−1(ω1, · · · , ωn−1), Bn−1(ω1, · · · , ωn−1))dy..

補題 3.33.

I := {X−1
1 ([0, a1]) ∩ · · · ∩X−1

n−1([0, an−1]) | a1, · · · , an−1 ∈ [0, 1]}

とする．このとき，
σ(X0, X1, · · · , Xn−1) = σ(I)

が成立する．

命題 3.34. 全ての C ∈ B[0, 1]について

P(Xn ∈ C | X0, X1, · · · , Xn−1) = P(Xn ∈ C | Xn−1).
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証明. C ∈ B[0, 1]を任意に選ぶ．命題 3.18より，

P(Xn ∈ C | Xn−1) =

∫
C

f(y | Xn−1, An−1)dy

である．よって，

P(Xn ∈ C | X0, X1, · · · , Xn−1) =

∫
C

f(y | Xn−1, An−1)dy

を示せばよい．条件付き期待値の定義から，すべての F ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn−1)について∫
F

I{Xn∈C}dP =

∫
F

∫
C

f(y | Xn−1, An−1)dydP

を示せばよい．集合 I := {X−1
1 ([0, a1]) ∩ · · · ∩ X−1

n−1([0, an−1]) | a1, · · · , an−1 ∈ [0, 1]} と
おく．F ∈ I を任意にえらび，F = {X1 ≤ a1} ∩ · · · ∩ {Xn−1 ≤ an−1} とする．ただし，
a1, · · · , an−1 ∈ [0, 1]なる定数である．∫

F

I{Xn∈C}(t)P(dt) =
∫
Ω

I{X1≤a}∩···∩{Xn−1≤an−1}∩{Xn∈C}(t)P(dt)

=

∫
Ω

IG1∩···∩Gn(t)P(dt)

= P(G1 ∩ · · · ∩Gn).

補題 3.30より，

P(G1 ∩ · · · ∩Gn) = P

(
(H1 ∩ · · · ∩Hn)×

∞∏
i=n+1

Ωi

)
= P1 ⊗ · · · ⊗ Pn(H1 ∩ · · · ∩Hn)× 1

=

∫
x∈Ω1×···×Ωn

IH1∩···∩Hn
(x)P1 ⊗ · · · ⊗ Pn(dx)

=

∫
x∈Ω1×···×Ωn

IH1∩···∩Hn−1
(x)IHn

(x)P1 ⊗ · · · ⊗ Pn(dx)

=

∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

(∫
r∈Ωn

IH1∩···∩Hn−1
(s, r)IHn

(s, r)Pn(dr)

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds).

なお，最後の行の変形にはフビニの定理を用いた．補題 3.31より，∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

(∫
r∈Ωn

IH1∩···∩Hn−1
(s, r)IHn

(s, r)Pn(dr)

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds)

=

∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

(∫
r∈Ωn

IK1∩···∩Kn−1(s)IHn(s, r)Pn(dr)

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds)

=

∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

IK1∩···∩Kn−1
(s)

(∫
r∈Ωn

IHn
(s, r)Pn(dr)

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds).
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補題 3.32より，∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

IK1∩···∩Kn−1
(s)

(∫
r∈Ωn

IHn
(s, r)Pn(dr)

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds)

=

∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

IK1∩···∩Kn−1
(s)

(∫ an

0

f(y | Yn−1(s), Bn−1(s))dy

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds).

さて，Ω ∋ ω = (ω1, · · · , ωn−1, · · · )を固定したとき，

Xn−1(ω) = Yn−1(ω1, · · · , ωn−1), An−1(ω) = Bn−1(ω1, · · · , ωn−1)

だから，∫ an

0

f(y | Xn−1(ω), An−1(ω))dy =

∫ an

0

f(y | Yn−1(ω1, · · · , ωn−1), Bn−1(ω1, · · · , ωn−1))dy

である．また，F ∈ σ(X0, X1, · · · , Xn−1)より，

IF (ω) = IK1∩···∩Kn−1(ω1, · · · , ωn−1)

も成立する．よって，∫
F

∫ an

0

f(y | Xn−1(ω), An−1(ω))dydP

=

∫
ω∈Ω

IF (ω)

(∫ an

0

f(y | Yn−1(ω1, · · · , ωn−1), Bn−1(ω1, · · · , ωn−1))dy)

)
P(dω)

=

∫
ω∈Ω

IK1∩···∩Kn−1(ω1, · · · , ωn−1)

(∫ an

0

f(y | Yn−1(ω1, · · · , ωn−1), Bn−1(ω1, · · · , ωn−1))dy

)
P(dω)

=

∫
s∈Ω1×···×Ωn−1

IK1∩···∩Kn−1(s)

(∫ an

0

f(y | Yn−1(s), Bn−1(s))dy

)
P1 ⊗ · · · ⊗ Pn−1(ds)

となる．

したがって，I 上で ∫
F

I{Xn∈C}dP =

∫
F

∫ an

0

f(y | Xn−1, An−1)dydP

が成立する．

I は π 系であり，補題 3.33 より，σ(I) = σ(X0, X1, · · · , Xn−1) である．よって，任意の

F ∈ σ((X0, X1, · · · , Xn−1)に対して∫
F

I{Xn∈C}dP =

∫
F

∫ an

0

f(y | Xn−1, An−1)dydP

が成立する．

以上により，(Xn)がマルコフ連鎖であることが証明された．

命題 3.35. (Ω,F ,P)上の確率変数列 ((Xn, An);n ∈ N)はマルコフ連鎖になる．このマルコフ連
鎖の遷移確立は f(y | x, a)である．
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4 主定理とその証明

簡単な強化学習のモデルを定義し，そのモデルの上で価値関数を最大にする方策を見つけるため

のアルゴリズムを提示する．

4.1 モデルの定義

4× 4のマス目の迷路がある．左上の角がスタート地点で，右下の角がゴール地点とする．この

迷路に挑戦する人は時間が一つ進むたびに，ランダムに上下左右の一つ隣のマスに移動する．*2各

マス目を左上から順に x1, x2, · · · , x16 と名づけ，その集合を X とする．すなわち，

X := {(i, j) | i, j ∈ {1, 2, 3, 4}}

と定義し，
x1 = (1, 1), x2 = (1, 2), · · · , x5 = (2, 1), · · · , x16 = (4, 4)

と定義するのである．任意のマス x に対して R(x) という実数値の報酬が与えられる．

maxx∈X |R(x)| < ∞であるとする．

Π := {(q1, q2, q3) ∈ [0, 1]3 | ∀i, 0 ≤ qi ≤ 1, and q1 + q2 + q3 ≤ 1}

とおく．π は行動と遷移確立を一つにまとめた考えたものと見ることができる．

状態空間を X とするマルコフ連鎖 (Xt)を考えたい．π ∈ Πを任意にひとつ固定する．このとき

(Xt)の遷移関数は次で与える．また，以下で e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)である．q4 = 1−(q1+q2+q3)

である．

fπ(x, y) =



0 if y − x ̸= ±e1,±e2 or x = (4, 4), x ̸= y

1 if x = y = (4, 4)

q1 if y − x = e1 or x = y, x = (4, 2), (4, 3)

q2 if y − x = e2 or x = y, x = (2, 4), (3, 4)

q3 if y − x = −e1 or x = y, x = (1, 2), (1, 3)

q4 if y − x = −e2 or x = y, x = (2, 1), (3, 1)

q3 + q4 if x = y = (1, 1)

q1 + q4 if x = y = (1, 4)

q2 + q3 if x = y = (4, 1)

.

遷移関数を遷移行列としてとらえた 16× 16の行列を fπ と表すことにする．

この遷移確率を持つマルコフ連鎖を (Xπ)で表すことにする．

後の計算のために次の補題を述べておく．

*2 「迷路の左端にいるため左に進めない」など，ランダムに選ばれた進行方向に進むことができない場合はその場にと
どまることにする．
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補題 4.1. I − γfπ には逆行列が存在し，それは次の行列の等比級数である．

(I − γfπ)−1 =
∑
n≥0

(γfπ)
n

証明. Appendixの 6.2節を参照．

4.2 価値関数

γ ∈ [0, 1]を割引率とする．価値関数 V (π, x) : Π×X → Rは次のように定義される．

V (π, x) = E

[ ∞∑
n=0

γnR(Xπ
n+1) | Xπ

0 = x

]
(∀x ∈ X ).

補題 4.2. V (π, x)は存在する．すなわち，E
[∑∞

n=0 γ
nR(Xπ

n+1) | Xπ
0 = x

]
は値を持つ．

証明.

E

[ ∞∑
n=0

γnR(Xπ
n+1) | Xπ

0 = x

]

≤E

[
M

∞∑
n=0

γn | Xπ
0 = x

]

=
M

1− γ
.

よって値を持つ．

4.3 価値関数の偏微分可能性と偏微分の平均による表現

補題 4.3. 全ての x ∈ X , π ∈ Πについて次が成り立つ．

V (π, x) = E [R(Xπ
1 ) + γV (π,Xπ

1 ) | Xπ
0 = x] .
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証明.

V (π, x) = E

[ ∞∑
n=0

γnR(Xπ
n+1) | Xπ

0 = x

]

= E

[
R(Xπ

1 ) +

∞∑
n=1

γnR(Xπ
n+1) | Xπ

) = x

]

= E [R(Xπ
1 ) | Xπ

0 = x] + E

[
E

[
γ

∞∑
n=1

γn−1R(Xπ
n+1 | Xπ

0 = x,Xπ
1

]
| Xπ

0 = x

]

= E [R(Xπ
1 ) | Xπ

0 = x] + E

[
E

[
γ

∞∑
n=1

γn−1R(Xπ
n+1 | Xπ

1

]
| Xπ

0 = x

]
= E [R(Xπ

1 ) | Xπ
0 = x] + E [γV (Xπ

1 ) | Xπ
0 = x]

= E [R(Xπ
1 ) + γV (π,Xπ

1 ) | Xπ
0 = x] .

価値関数は π に関して微分可能である．

補題 4.4. V (π, x) は π に関して勾配が存在する．すなわち， ∂
∂qi

V (π, x) (i = 1, 2, 3) が存在

する．

証明. π = (q1, q2, q3),∆ = (h1, 0, 0)とする．ただし，h1 は十分小さい．すなわち q1 + h1 + q2 +

q3 < 1である．

lim
h1→0

V (π, x)− V (π +∆, x)

h1

が存在することを言えば十分である．価値関数の差から計算する．

V (π, x)− V (π + δ, x)

=Eπ [R(Xπ
1 ) + γV (π,Xπ

1 ) | X0 = x]− Eπ+∆
[
R(Xπ+∆

1 ) + γV (π +∆, Xπ+∆
1 ) | X0 = x

]
=
∑
y∈X

(R(y) + γV (π, y))fπ(x, y)−
∑
y∈X

(R(y) + γV (π +∆, y))fπ+∆(x, y)

=
∑
y∈X

R(y)
(
fπ(x, y)− fπ+∆(x, y)

)
+ γ

∑
y∈X

(
V (π, y)fπ(x, y)− V (π +∆, y)fπ+∆(x, y)

)
=
∑
y∈X

R(y)
(
fπ(x, y)− fπ+∆(x, y)

)
+ γ

∑
y∈X

(
V (π, y)

(
fπ(x, y)− fπ+∆(x, y)

)
+ (V (π, y)− V (π +∆, y)) fπ+∆(x, y)

)
.

したがって，

(V (π, x)− V (π +∆, x))− γ
∑
y∈X

(V (π, y)− V (π +∆, y)) fπ+∆(x, y)

=
∑
y∈X

{
R(y)

(
fπ(x, y)− fπ+∆(x, y)

)
+ γV (π, y)

(
fπ(x, y)− fπ+∆(x, y)

)}
.
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行列を用いると次のように表すことができる．

(I − γfπ+∆)(V (π, ·)− V (π +∆, ·))⊤ =
(
fπ − fπ+∆

)
(R+ γV (π, ·))⊤.

補題 4.1より (I − γfπ+∆ には逆行列が存在する．それを両辺に掛けると次のように計算が進む．

(V (π, ·)− V (π +∆, ·))⊤

=(I − γfπ+∆)−1
(
fπ − fπ+∆

)
(R+ γV (π, ·))⊤

=

( ∞∑
n=0

(
γfπ+∆

)n)(
fπ − fπ+∆

)
(R+ γV (π, ·))⊤

=

( ∞∑
n=0

γn
(
fπ+∆

)n)(
fπ − fπ+∆

)
(R+ γV (π, ·))⊤

=

∞∑
n=0

γn
{(

fπ+∆
)n (

fπ − fπ+∆
)
(R+ γV (π, ·))⊤

}
.

したがって，これを再びベクトルの成分で見直すと次のようになる．

V (π, x)− V (π +∆, x)

=

∞∑
n=0

γn

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

 (R(z) + γV (π, z))

 .

である．両辺を h1 で割って h1 → 0とすると

lim
h1→0

V (π, x)− V (π +∆, x)

h1

= lim
h1→0

1

h1

∞∑
n=0

γn

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

 (R(z) + γV (π, z))

 .

右辺の極限について考える．

γn

h1

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

 (R(z) + γV (π, z))


=γn

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

h1

 (R(z) + γV (π, z))


≤γn

∑
z∈X

|R(z) + γV (π, z)|

∑
y∈X

∣∣∣(fπ+∆
)n

(x, y)
∣∣∣ ∣∣∣∣∣
(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

h1

∣∣∣∣∣
 .

ここで，R, V は有界であり，
(
fπ+∆

)n
は n-step遷移関数なのでその絶対値は 1以下である．ま

た，

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

h1
に関しては平均値の定理よりある 0 ≤ h ≤ h1 が存在して ∆′ = (h, 0, 0)

としたとき， (
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

h1
=

∂

∂q1
fπ+∆′

(y, z)
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となる．しかし， ∣∣∣∣ ∂

∂q1
fπ+∆′

(y, z)

∣∣∣∣ ≤ 1

であるから，これも有界．したがって，

γn

h1

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

 (R(z) + γV (π, z))


≤γn

∑
z∈X

M(
∑
y∈X

1× 1)

=γnM |X |

となる．ただし，M は |R(z) + γV (π, z)| ≤ M なる定数で，|X |は X の要素の個数．よって，有
界収束定理より

lim
h1→0

V (π, x)− V (π +∆, x)

h1

=

∞∑
n=0

γn

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y) lim

h1→0

(
fπ − fπ+∆

)
(y, z)

h1

 (R(z) + γV (π, z))


=

∞∑
n=0

γn

∑
z∈X

∑
y∈X

(
fπ+∆

)n
(x, y)

∂

∂q1
fπ(y, z)

 (R(z) + γV (π, z))

 .

したがって，微分可能である．

補題 4.5.

∂

∂qi
V (π, x) =

∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γfπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)

}
.

証明.

∂

∂qi
V (π, x)

=
∂

∂qi

∑
y∈X

(R(y) + γV (π, y)) fπ(x, y)

=
∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γfπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)

}
.

補題 4.5において，fπ(x, ·) を確率測度と思うと次が得られる．

補題 4.6.

∂

∂qi
V (π,Xπ

0 ) = Efπ(Xπ
0 ,·)

[
{R(Xπ

1 ) + γV (π,Xπ
1 )} ∂

∂qi
fπ(Xπ

0 , X
π
1 )

fπ(Xπ
0 , X

π
1 )

+ γ
∂

∂qi
V (π,Xπ

1 )

]
. (1)
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ただし，Efπ(Xπ
0 ,·) は fπ(Xπ

0 , ·)を確率測度として見たときの平均を表す．

補題 4.6 の期待値の中身を F とおくことにする．

定義 4.7. F : Π×X × X → R を次で定義する．

F (π,X
π
0 , X

π
1 ) =

{R(Xπ
1 ) + γV (π,Xπ

1 )}∇πf
π(Xπ

0 , X
π
1 )

fπ(Xπ
0 , X

π
1 )

+ γ∇πV (π,Xπ
1 ). (2)

この表現により，V の勾配を次のように表すことができる．

∇πV (π,Xπ
0 ) = Efπ(Xπ

0 ,·) [F (π,Xπ
0 , X

π
1 )] .

4.4 価値関数の解析

価値関数の解析のためにノルムを導入する．今回のモデルの場合，最終的に価値関数は πに関し

てリプシッツ連続 (命題 4.17)であることが分かる．有限次元空間の場合，どのノルムを用いても

良いので計算しやすいノルムを採用する．

∥·∥∞ を∞-ノルムとする．すなわち，a ∈ R16 に対し，

∥a∥∞ =

16∑
i=1

|ai|

と定める．また，行列ノルムを∞-ノルムから誘導されるノルムとする．すなわち，A ∈ R16×16 に

対して

∥A∥∞ = max
1≤i≤16

16∑
j=1

|aij |

とする．Aのノルムは行ごとに成分の絶対値の和を計算したものの最大である．

Appendixの節で，∥a∥∞ から ∥A∥∞ が誘導されること，∥A∥∞ , ∥a∥∞ は両立するノルムであ
ることを証明する．

まず，今回の状況において価値関数は有界であることを示す．

補題 4.8. すべての π ∈ Π, x ∈ X について V (π, x)は一様有界．

証明.

V (π, x) = E
[∑

γnR(Xn+1) | X0 = x
]

であるが，ここで今回のモデルの仮定より R は有界で，0 < γ < 1 である．したがってある定数

M が存在して

V (π, x) ≤ 1

1− γ
sup
y∈X

R(y) ≤ M

1− γ

となる．よって V (π, x)は一様有界．
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価値関数の偏微分の差を評価する．その計算のためにこの補題を示す．

補題 4.9. i = 1, 2, 3とする．x, y ∈ X , π, π′ ∈ Πとする．このとき，

∂

∂qi
fπ(x, y) =

∂

∂qi
fπ′

(x, y)

である．

証明. π = (q1, q2, q3), π
′ = (q′1, q

′
2, q

′
3)とする．fπ の各 qi を q′i に変えたものが fπ′

であるから，
∂
∂qi

fπ(x, y) = ∂
∂qi

fπ′
(x, y) がなりたつ．

補題 4.10.(
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)
(1− γfπ(x, x))−

∑
y ̸=x

{
γfπ(x, y)

(
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)}

=
∑
y∈X

{
γ (V (π, y)− V (π′, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γ

(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
) ∂

∂qi
V (π, y)

}
.

証明. π, π′ ∈ Πを任意に固定する．補題 4.5より，

∂

∂qi
V (π, x) =

∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γfπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)

}
である．したがって，

∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

=
∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γfπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)

}

−
∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π′, y))

∂

∂qi
fπ′

(x, y) + γfπ′
(x, y)

∂

∂qi
V (π′, y)

}

=
∑
y∈X

{
R(y)

(
∂

∂qi
fπ(x, y)− ∂

∂qi
fπ′

(x, y)

)
+ γ

(
V (π, y)

∂

∂qi
fπ(x, y)− V (π′, y)

∂

∂qi
fπ′

(x, y)

)

+ γ

(
fπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)− fπ′

(x, y)
∂

∂qi
V (π′, y)

)}
.

ここで補題 4.9より，

R(y)

(
∂

∂qi
fπ(x, y)− ∂

∂qi
fπ′

(x, y)

)
= 0
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である．したがって，

∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

=
∑
y∈X

{
γ

(
V (π, y)

∂

∂qi
fπ(x, y)− V (π′, y)

∂

∂qi
fπ′

(x, y)

)

+ γ

(
fπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)− fπ′

(x, y)
∂

∂qi
V (π′, y)

)}

=
∑
y∈X

{
γ (V (π, y)− V (π′, y))

∂

∂qi
fπ(x, y)

+ γ

(
fπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)− fπ′

(x, y)
∂

∂qi
V (π, y) + fπ′

(x, y)
∂

∂qi
V (π, y)− fπ′

(x, y)
∂

∂qi
V (π′, y)

)}

=
∑
y∈X

{
γ (V (π, y)− V (π′, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γ

(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
) ∂

∂qi
V (π, y)

+ γfπ′
(x, y)

(
∂

∂qi
V (π, y)− ∂

∂qi
V (π′, y)

)}
.

よって， (
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)
−
∑
y∈X

γfπ′
(x, y)

(
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)

=
∑
y∈X

{
γ (V (π, y)− V (π′, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γ

(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
) ∂

∂qi
V (π, y)

}
.

したがって，(
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)
(1− γfπ(x, x))−

∑
y ̸=x

γfπ′
(x, y)

(
∂

∂qi
V (π, x)− ∂

∂qi
V (π′, x)

)

=
∑
y∈X

{
γ (V (π, y)− V (π′, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γ

(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
) ∂

∂qi
V (π, y)

}
.

補題 4.10を行列を用いて書くと評価がしやすくなる．

π ∈ Πを一つ固定する．V (π, ·)は価値関数の取る値を並べたベクトルとする．fπ は (Xπ)の遷

移確率行列を表すとする．∂qiV (π, ·), ∂qifπ はそれぞれのベクトル・行列の要素を qi 成分で偏微

分したベクトル・行列を表す．I は単位行列を表すとする．

系 4.11. 補題 4.10より，

(I − γfπ) (∂qiV (π, ·)− ∂qiV (π′, ·))⊤ = (∂qif
π) γ (V (π, ·)− V (π′, ·))⊤+γ

(
fπ − fπ′

)
(∂qiV (π, ·))⊤

である．
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補題 4.1より，I − γfπ の逆行列は存在するので，系 4.11の両辺の左側からかける．

(∂qiV (π, ·)− ∂qiV (π′, ·))

= (I − γfπ)
−1
{
(∂qif

π) γ (V (π, ·)− V (π′, ·))⊤ + γ
(
fπ − fπ′

)
(∂qiV (π, ·))⊤

}
.

この両辺にノルムを適用する．現在，ノルムは両立しており，三角不等式を用いることで次の評

価が得られる．

系 4.12.

∥∂qiV (π, ·)− ∂qiV (π′, ·)∥

≤
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥ ∥∂qifπ∥ γ ∥V (π, ·)− V (π′, ·)∥+

∥∥∥(I − γfπ)
−1
∥∥∥ γ ∥∥∥fπ − fπ′

∥∥∥ ∥∂qiV (π, ·)∥ .
(3)

上式の右辺のノルムを評価する．すなわち以下のノルムについて考える．

• ∥V (π, ·)− V (π′, ·)∥,
• ∥∂qiV (π, ·)∥,
•
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥,

•
∥∥∥fπ − fπ′

∥∥∥.
補題 4.13.

∥∥∥fπ − fπ′
∥∥∥ ≤ 6 ∥π − π′∥ .

証明. q4 = 1− q1 − q2 − q3 であることに注意すれば．三角不等式を用いる．∥∥∥fπ − fπ′
∥∥∥

∥π − π′∥
=

maxi=1,··· ,16
∑16

j=1

∣∣∣∣(fπ)ij −
(
fπ′
)
ij

∣∣∣∣
maxi=1,2,3 |qi − q′i|

≤ 2 |q1 − q′1|+ 2 |q2 − q′2|+ 2 |q3 − q′3|
maxi=1,2,3 |qi − q′i|

≤ 2 + 2 + 2 = 6.

補題 4.14. ある定数M が存在して ∥V (π, ·)− V (π′, ·)∥ ≤ 6M
1−γ ∥π − π′∥.
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証明.

V (π, x)− V (π′, x)

=Eπ [R(Xπ
1 ) + γV (π,Xπ

1 ) | X0 = x]− Eπ′
[
R(Xπ′

1 ) + γV (π′, Xπ′

1 ) | X0 = x
]

=
∑
y∈X

(R(y) + γV (π, y)) fπ(x, y)−
∑
y∈X

(R(y) + γV (π′, y)) fπ′
(x, y)

=
∑
y∈X

{R(y) + γV (π, y)− γV (π′, y)fπ(x, y) + γV (π′, y)fπ(x, y)} fπ(x, y)−
∑
y∈X

(R(y) + γV (π′, y)) fπ′
(x, y)

=
∑
y∈X

{R(y)fπ(x, y) + γ (V (π, y)− V (π′, y)) fπ(x, y)} −
∑
y∈X

{
R(y)fπ′

(x, y) + γ
(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
)
V (π′, y)

}
=
∑
y∈X

{(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
)
(R(y)− γV (π′), y) + γ (V (π, y)− V (π′, y)) fπ(x, y)

}
.

したがって，

(V (π, x)− V (π′, x))−
∑
y∈X

γfπ(x, y) (V (π, y)− V (π′, y)) =
∑
y∈X

(
fπ(x, y)− fπ′

(x, y)
)
(R(y)− γV (π′, y)) .

これを行列を使って記述すると次のようになる．

(I − γfπ) (V (π, ·)− V (π′, ·))⊤ =
(
fπ − fπ′

)
(R+ γV (π′, ·)) .

両辺に (I − γfπ)の逆行列をかける．

(V (π, ·)− V (π′, ·))⊤ = (I − γfπ)
−1
(
fπ − fπ′

)
(R+ γV (π′, ·)) .

両辺にノルムを適用する．

∥(V (π, ·)− V (π′, ·))∥

=
∥∥∥(I − γfπ)

−1
(
fπ − fπ′

)
(R+ γV (π′, ·))

∥∥∥
≤
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥∥∥∥fπ − fπ′

∥∥∥ ∥R+ γV (π′, ·)∥

≤
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥ 6 ∥π − π′∥ ∥R+ γV (π′, ·)∥ .

ここで，
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥について評価する．∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥ =

∥∥∥∑(γfπ)n
∥∥∥ ≤

∑
∥(γfπ)n∥

≤
∑

∥γfπ∥n =
∑

γn =
1

1− γ
.

一方，Rと V は有界であることが分かっているので，ある定数M が存在して

∥R+ γV (π′, ·)∥ ≤ M
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とできる．以上により，

∥(V (π, ·)− V (π′, ·))∥

≤
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥ 6 ∥π − π′∥ ∥R+ γV (π′, ·)∥

≤ 6M

1− γ
∥π − π′∥ .

補題 4.15. ∥∂qiV (π, ·)∥は一様に有界．

証明. 4.5より，

∂

∂qi
V (π, x) =

∑
y∈X

{
(R(y) + γV (π, y))

∂

∂qi
fπ(x, y) + γfπ(x, y)

∂

∂qi
V (π, y)

}
である．したがって，

∂

∂qi
V (π, x)−

∑
y∈X

γfπ(x, y)
∂

∂qi
V (π, y) =

∑
y∈X

(R(y) + γV (π, y))
∂

∂qi
fπ(x, y).

これを行列を用いて表すと次のようになる．

(I − γfπ) (∂qiV (π, ·))⊤ = (∂qif
π) (R+ γV (π, ·))⊤.

先ほどの計算と同様にすると次を得る．

(∂qiV (π, ·))⊤ = (I − γfπ)
−1

(∂qif
π) (R+ γV (π, ·))⊤.

両辺にノルムを適用する．∥∥∥(∂qiV (π, ·))⊤
∥∥∥ =

∥∥∥(I − γfπ)
−1

(∂qif
π) (R+ γV (π, ·))⊤

∥∥∥
≤
∥∥∥(I − γfπ)

−1
∥∥∥ ∥(∂qifπ)∥ ∥(R+ γV (π, ·))∥

≤ 1

1− γ
16M (M は定数).

これらのノルムの評価を用いることで系 4.12をさらに評価できる．

系 4.16.

∥∂qiV (π, ·)− ∂qiV (π′, ·)∥ ≤ 192γM

1− γ
∥π − π′∥ .

命題 4.17. ∇πV (π, x)で V の π に関する勾配を表すとする．すなわち，

∇πV (π, x) =

(
∂

∂q1
V (π, x),

∂

∂q2
V (π, x),

∂

∂q3
V (π, x)

)
.
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とする．∇πV (π, x)は πに関してリプシッツ連続である．即ち，任意の π, π′ ∈ Πに対してある定

数 Lが存在して
∥∇πV (π, x)−∇πV (π′, x)∥ ≤ L ∥π − π′∥

が成立する．

証明. 系 4.16.

補題 4.18.
∥∇πV (π, ·)∥2 ≤ C (1 + ∥V (π, ·)∥)

となる定数 C が存在する．

証明. 補題 4.15より ∥∇πV (π, ·)∥は有界なので，主張の不等式を成立させるような十分大きな定
数 C を取ることができる．

4.5 目的

方策 π をパラメータとして，価値関数を最大化することを考えたい．つまり，

min
π∈Π

(−V (π, ·))

を調べたい．

まずは議論のために必要な Robbins Monro 条件 について記す．

定義 4.19. 実数列 {αn}が RM条件を満たすとは，次を満たすこと．∑
αn = +∞,

∑
α2
n < ∞

例えば，数列 { 1
n}はこの条件を満たす．

以下，数列 {αn}を RM条件を満たす実数列とする．

4.6 π の探索法:勾配降下法

目的のために用いる手法は勾配降下法の計算を利用する．すなわち，大雑把に言えば価値関数の

微分を計算し極値を求めることで，価値関数を最大にする方策 π を求める．この節ではその具体

的な計算法について，書き記す．数学としての理論的な方法と，実際に計算機を用いてシミュレー

ションする際の方法を述べていく．

4.6.1 アルゴリズム:数学的な記述

最初に任意の方策 π を選ぶことで帰納的に更新されていく．以下に手順を記すが，その中には

いくつか突飛と思えるような記号の定義が登場する．その根拠については手順を述べたあとに記述

する．
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πn の更新アルゴリズム� �
n ≥ 0とする．π0 ∈ Πを任意に一つ選ぶ．ただし，以下ではである．

手順 1. πn ∈ Πに対し，遷移関数を fπn に持ち，初期状態Xπn
n := X

πn−1
n とするマルコフ連

鎖 (Xπn
t )t≥n を考えることができる．ただし，n = 0の場合，初期状態はXπ0

0 である．

手順 2. 選んだ πn に対して次のような遷移関数 gπn と，それに対応するマルコフ連鎖

(Y πn
t )t≥n を考える．

0 ≤ gπn(x, y) ≤ 1 (∀x, y ∈ X ),∑
y∈X

gπn(x, y) = 1 (∀x ∈ X ),

Y πn
n := Xπn−1

n (ただし, Y π0
0 = Xπ0

0 ),∑
y∈X

gπn(Y πn
n , y)

{
−V (πn, y) + V (πn, Y

πn
n )

}
≤ 0.

手順 3. G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1)を次のように定義する．

G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1)

=

(
R(Y πn

1 ) + γV (πn, Y
πn
n+1)

)
∇πf

πn(Y πn
n , Y πn

n+1) + γfπn(Y πn
n , Y πn

n+1)∇πV (πn, Y
πn
n+1)

gπn(Y πn
n , Y πn

n+1)
.

ただし，gπn(Y πn
n , Y πn

n+1) = 0のとき，

G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1) = 0

と定義する．

手順 4. 次の式にしたがって，πn+1 を得る．

πn+1 = πn − αn+1G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1).

手順 5. πn+1 に対して手順 1.から適用する．� �
さて，ここからは先ほど述べた手順の中で登場した，新たな記号の定義の正当性や根拠を説明

する．

手順 2.について gπn は具体的には次のような例が存在する．

gπn(Y πn
n , y) =

{
0 (if y ∈ {z | −V (πn, z) + V (πn, Y

πn
n ) > 0})

py(> 0) (if y ∈ {z | −V (πn, z) + V (πn, Y
πn
n ) ≤ 0} =: An).

ただし，
∑

y∈X gπn(x, y) =
∑

y∈An
py = 1であるとする．
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手順 3.について 補題 4.5より次のように計算する．

∇πV (πn, Y
πn
n )

=∇πE [R(Xπn
1 ) + γV (πn, X

πn
1 ) | Xπn

0 = Y πn
n ]

=
∑
y∈X

{(R(y) + γV (πn, y))∇πf
πn(Y πn

n , y) + γfπn(Y πn
n , y)∇πV (πn, y)}

=
∑
y∈X

gπn(Y πn
n , y)

gπn(Y πn
n , y)

{(R(y) + γV (πn, y))∇πf
πn(Y πn

n , y) + γfπn(Y πn
n , y)∇πV (πn, y)}

=Egπn

[(
R(Y πn

n+1) + γV (πn, Y
πn
n+1)

)
∇πf

πn(Y πn
n , Y πn

n+1) + γfπn(Y πn
n , Y πn

n+1)∇πV (πn, Y
πn
n+1)

gπn(Y πn
n , Y πn

n+1)
.

]

ここで，Egπn
は確率測度 gπn(Y πn

n , ·)よる期待値を表すとする．さて，この期待値の中身を
Gと置くことにする．

G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1)

=

(
R(Y πn

n+1) + γV (πn, Y
πn
n+1)

)
∇πf

πn(Y πn
n , Y πn

n+1) + γfπn(Y πn
n , Y πn

n+1)∇πV (πn, Y
πn
n+1)

gπn(Y πn
n , Y πn

n+1)
.

手順 4.について ここが勾配降下法の計算を行っている部分．
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方策の更新のアルゴリズムの時に新しくマルコフ連鎖を定義したが，図に表すと次のような状況

になっている．

Xπ0
0 Xπ0

1 Xπ0
2 Xπ0

3 · · ·
fπ0 fπ0 fπ0 fπ0

Xπ1
1 Xπ1

2 Xπ1
3 · · ·

fπ1 fπ1 fπ1

Xπ2
2 Xπ2

3 · · ·
fπ2 fπ2

Xπ3
3 · · ·

fπ3

fπ0

fπ1

fπ2

· · ·
fπ3

Y π0
0 Y π0

1 Y π0
2 Y π0

3 · · ·
gπ0 gπ0 gπ0 gπ0

Y π1
1 Y π1

2 Y π1
3 · · ·

gπ1 gπ1 gπ1

Y π2
2 Y π2

3 · · ·
gπ2 gπ2

Y π3
3 · · ·

gπ3

gπ0

gπ1

gπ2

· · ·
gπ3

4.6.2 アルゴリズム:計算機を用いる場合

基本的には数学的な手順と同様である．異なる部分は gの設定である．モンテカルロ法などの技

法を使い，価値関数の値をシミュレーションを行う．その標本平均を V の値として用いる．すなわ

ち，V (π,Xπ0
0 )の値を知るために，M 回のシミュレーションを行う．この標本平均を V̄ (π,Xπ0

0 )

とする．この標本平均を用いて gπ を定義する．
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4.7 アルゴリズムが収束することの証明

前節で方策の更新方法を設定したが，この更新式を十分な回数行うと収束することを示せばよ

い．即ち，今回のモデルに対しては次を証明すればよいことになる．この定理は Gilles Pagés [4,

pp.180-181] の結果を自分のモデルに適用したものである．� �
定理 4.20. π0 ∈ Πを任意に固定する．マルコフ連鎖 (Xπ0

t )t≥0 がある．このマルコフ連鎖の

遷移確率関数は fπ0 であるとする．

任意の π ∈ Πについて次のような条件を満たす遷移確率関数 gπ とマルコフ連鎖 (Y π
t )t≥0 が

存在すると仮定する．

0 ≤ gπ(x, y) ≤ 1 (∀x, y ∈ X ),∑
y∈X

gπ(x, y) = 1 (∀x ∈ X ),

∑
y∈X

gπ(Y π
n , y)

{
−V (π, y) + V (π, Y π

n )
}
≤ 0 (∀n ∈ N).

4.6節のアルゴリズムに従って列 (πn)を得る．

πn+1 = πn − αn+1G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1).

さらに，以下の三つの条件が満たされているとする．

1. ∇πV はリプシッツ連続

2. ∥∇πV (π, ·)∥2 ≤ C (1 + ∥V (π, ·)∥)
3.
∑

αn = ∞,
∑

α2
n < ∞

このとき，次が成り立つ．

1. πn+1 − πn は概収束し，かつ，1次平均収束する．

2. 関数列 (V (πn, ·))n は L1-有界で，概収束する．� �
定理 4.20の証明. (Gn)をマルコフ連鎖 (Y πn

n , gπn) に関する natural filtration とする．条件付き

平均 E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn, Y )πn
n | Gn

]
について考える．

E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn, Y
πn
n ) | Gn

]
=E

[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn+1, Y
πn
n ) + V (πn+1, Y

πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn

]
=E

[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn+1, Y
πn
n ) | Gn

]
+ E [V (πn+1, Y

πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn] .

そこで，二つの条件付き平均

1. E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn+1, Y
πn
n ) | Gn

]
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2. E [V (πn+1, Y
πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn]

を評価する．

1.について. Y
πn+1

n+1 = Y πn
n+1 であることに注意する．

E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn+1, Y
πn
n ) | Gn

]
=E

[
V
(
πn − αn+1G(πn, Y

πn
n , Y πn

n+1), Y
πn
n+1

)
− V

(
πn − αn+1G(πn, Y

πn
n , Y πn

n+1), Y
πn
n

)
| Gn

]
=
∑
y∈X

{V (πn − αn+1G(πn, Y
πn
n , y), y)− V (πn − αn+1G(πn, Y

πn
n , y), Y πn

n )} gπn(Y πn
n , y)

≤0.

2.について.

E [V (πn+1, Y
πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn]

=
∑
y∈X

{V (πn − αn+1G(πn, Y
πn
n , y), Y πn

n )− V (πn, Y
πn
n )} gπn(Y πn

n , y)

である．そこで，中かっこ { } の中を評価する．V (πn − αn+1G(πn, Y
πn
n , y), Y πn

n ) =

V (πn+1, Y
πn
n )であるから，これをテイラーの定理を用いて展開する．

V (πn+1, Y
πn
n )

=V (πn, Y
πn
n ) + ⟨∇πV (π, Y πn

n ) , πn+1 − πn⟩ for some π ∈ (πn, πn+1)

=V (πn, Y
πn
n ) + ⟨∇πV (π, Y πn

n ) +∇πV (πn, Y
πn
n )−∇πV (πn, Y

πn
n ) , πn+1 − πn⟩

=V (πn, Y
πn
n ) + ⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , πn+1 − πn⟩

+ ⟨∇πV (π, Y πn
n )−∇πV (πn, Y

πn
n ) , πn+1 − πn⟩

=V (πn, Y
πn
n )− αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩
+ ⟨∇πV (π, Y πn

n )−∇πV (πn, Y
πn
n ) , πn+1 − πn⟩

命題 4.17より,

≤V (πn, Y
πn
n )− αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩+ L ∥πn+1 − πn∥2

=V (πn, Y
πn
n )− αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩

+ Lα2
n+1

∥∥G(πn, Y
πn
n , Y πn+1

n+1 )
∥∥2 .

以上により，次の評価を得る．

E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 )− V (πn, Y
πn
n ) | Gn

]
≤ 0 + E [V (πn+1, Y

πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn]

⇔
E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 ) | Gn

]
≤V (πn, Y

πn
n ) + E [V (πn+1, Y

πn
n )− V (πn, Y

πn
n ) | Gn]

≤V (πn, Y
πn
n ) + E

[
−αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩+ Lα2
n+1

∥∥G(πn, Y
πn
n , Y πn+1

n+1 )
∥∥2 | Gn

]
.
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さらなる評価のために次の二つを評価しよう．

• E
[
−αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩ | Gn

]
• E

[
Lα2

n+1

∥∥G(πn, Y
πn
n , Y

πn+1

n+1 )
∥∥2 | Gn

]
1.について

E
[
−αn+1⟨∇πV (πn, Y

πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , Y πn+1

n+1 )⟩ | Gn

]
=
∑
y∈X

−αn+1⟨∇πV (πn, Y
πn
n ) , G(πn, Y

πn
n , y)⟩gπn(Y πn

n , y)

=− αn+1⟨∇πV (πn, Y
πn
n ) ,

∑
y∈X

G(πn, Y
πn
n , y)gπn(Y πn

n , y)⟩

=− αn+1⟨∇πV (πn, Y
πn
n ) ,∇πV (πn, Y

πn
n )⟩

≤ − αn+1 ∥∇πV (πn, Y
πn
n )∥2 .

2.について 補題 4.18より

E
[
Lα2

n+1

∥∥G(πn, Y
πn
n , Y

πn+1

n+1 )
∥∥2 | Gn

]
≤ C(1 + V (πn, Y

πn
n ))Lα2

n+1.

以上により，最終的に次を得る．

E
[
V (πn+1, Y

πn+1

n+1 ) | Gn

]
≤ V (πn, Y

πn
n )− αn+1 ∥∇πV (πn, Y

πn
n )∥2 + C̃(1 + V (πn, Y

πn
n ))α2

n+1

= V (πn, Y
πn
n )

(
1 + C̃α2

n+1

)
− αn+1 ∥∇πV (πn, Y

πn
n )∥2 + C̃α2

n+1.

ただし，ここで C̃ := CLとおいている．そこで{
Sn := V (πn, Y

πn
n ) +

∑n
i=i αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+1 α
2
k

βn :=
∏n

k=1

(
1 + C̃α2

k

) .

とおくと，
(

Sn

βn

)
が非負の優マルチンゲールであることが分かる．実際，E [Sn | Gn]を次のように
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評価できる．

E [Sn | Gn]

=E

V (πn+1, Y
πn+1
n ) +

n+1∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+2

α2
k | Gn


=E [V (πn+1, Y

πn+1
n ) | Gn] +

n+1∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+2

α2
k

≤V (πn, Y
πn
n )− αn+1 ∥∇πV (πn, Y

πn
n )∥2 + C̃(1 + V (πn, Y

πn
n ))α2

n+1

+

n+1∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+2

α2
k

=V (πn, Y
πn
n )

(
1 + C̃α2

n+1

)
+

n∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+1

α2
k

≤

V (πn, Y
πn
n ) +

n∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+1

α2
k

(1 + C̃α2
n+1

)
=Sn

(
1 + C̃α2

n+1

)
.

ゆえに，

E [Sn+1 | Gn] ≤ Sn

(
1 + C̃α2

n+1

)
.

よって，

E

 1(
1 + C̃α2

n+1

) Sn+1

βn
| Gn

 = E
[
Sn+1

βn+1
| Gn

]
≤ Sn

βn
.

ゆえに，Sn

πn
は L1-収束し，概収束する．limn→∞ πn は存在するので，S∞ も L1-収束，概収束両

方の意味で存在する．

S∞ = lim
n→∞

V (πn, Y
πn
n ) +

n∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥+ C̃
∑

k≥n+1

α2
k

 .

また，πn > 1であるから，

n∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥ ≤ Sn ≤ Snπn

である．ゆえに，
∞∑
i=i

αi

∥∥∇πV
(
πi−1, Y

πi−1

i−1

)∥∥ ≤ E [S∞π∞] < ∞

である．よって limn→∞ V (πn, Y
πn
n )も概収束する．
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一方で，
∥πn+1 − πn∥2 ≤ α2

n+1

∥∥G(πn, Y
πn
n , Y πn

n+1)
∥∥2

なので， ∑
n

E
[
∥πn+1 − πn∥2

]
≤
∑
n

α2
n+1C̃ (1 + V (πn, Y

πn
n )) < ∞

である．したがって，
lim
n→∞

(πn+1 − πn) = 0

である．
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5 結論と展望

5.1 結論

マルコフ連鎖の具体的な構成を行い，MRPの数学的な実例を一つ提示できた．また，マルコフ

連鎖に勾配降下法を適用することを利用して，価値関数を最大にすると考えられる方策の入手のア

ルゴリズムを提示できた．

5.2 展望

価値関数を最大にすると考えられる方策の入手のアルゴリズムが実際に最適なものであるかの証

明が残っている．つまり，定理 4.20 で得られる limn→∞ πn は maxπ∈Π V (π, x) を実現するもの

であるかという証明が残っている．
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6 Appendix

証明を飛ばした命題や一般化した命題などの証明．

6.1 B[0, 1] = σ(π([0, 1]))について

補題 6.1. I := {[0, 1] ∩ (−∞, a) | a ∈ R} とする．このとき，

B[0, 1] = σ(I)

が成立する．

証明. I := {[0, 1]∩ (−∞, a) | a ∈ R} とする．このとき，I は π-systemである．実際，A,B ∈ I
を取ると，I の定義より，ある a, b ∈ Rについて

A = [0, 1] ∩ (−∞, a),

B = [0, 1] ∩ (−∞, b),

と書ける．したがって，
A ∩B = [0, 1] ∩ (−∞,min{a, b}) ∈ I.

次に，B[0, 1] = σ(I)である．両辺は σ-alg.だから，

(Rの部分位相空間 [0, 1]上の開集合全体) ⊂ σ(I),

および，
I ⊂ B[0, 1],

だけを示せばよい．前者について：U を [0, 1]の開集合とすると，相対位相の定義より，ある Rの
開集合 V が存在して

U = [0, 1] ∩ V

と書ける．Rの開基は開区間全体なので，ある高々可算な集合 Λが存在して，

V =
∪
λ∈Λ

Vλ

と書ける．ただし，Vλ は Rの開区間である．よって，

U =
∪
λ∈Λ

([0, 1] ∩ Vλ)

である．ここで，任意の R上の開区間 (a, b)について [0, 1] ∩ (a, b) ∈ σ(I)である．このことは場
合分けをして確認する．以下のような五つの場合に分けられる．

• b ≤ 0または 1 ≤ aのとき
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• a ≤ 0 < b ≤ 1のとき

• 0 < a ≤ 1 < bのとき

• 0 < a < b < 1のとき

• a ≤ 0かつ 1 ≤ bのとき

(b ≤ 0または 1 ≤ aのとき) [0, 1] ∩ (a, b) = ∅ ∈ σ(I)である．
(a ≤ 0 < b ≤ 1のとき)

[0, 1] ∩ (a, b) = [0, b)

= [0, 1] ∩ (−∞, b)

= [0, 1] ∩

(∪
n∈N

(
−∞, b− 1

n

])

=
∪
n∈N

(
[0, 1] ∩

(
−∞, b− 1

n

])
∈ σ(I)

である．

(0 < a ≤ 1 < bのとき) [0, 1] ∩ (a, b) = (a, 1]である．ところで，[0, 1] ∩ (−∞, a] ∈ I なので，

([0, 1] ∩ (−∞, a])c ∈ σ(I)

である．今の aの値を考えると，上式は

(−∞, 0) ∪ (a,∞) ∈ σ(I)

と書ける．また，[0, 1] ∈ I だから*3，

[0, 1] ∩
(
(−∞, 0) ∪ (a,∞)

)
∈ σ(I)

であり，これは

[0, 1] ∩
(
(−∞, 0) ∪ (a,∞)

)
=
(
[0, 1] ∩ (−∞, 0)

)
∪
(
[0, 1] ∩ (a,∞)

)
= ∅ ∪

(
[0, 1] ∩ (a,∞)

)
= (a, 1]

となるので，この場合も正しい．

(0 < a < b < 1のとき)

[0, 1] ∩ (a, b) = (a, b)

= (a, 1] ∩ [0, b)

であるから，前二つの場合分けよりこの場合も正しい．

(a ≤ 0かつ 1 ≤ bのとき) [0, 1] ∩ (a, b) = [0, 1]より正しい．

*3 [0, 1] ∩ (−∞, 2]などを考える．
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以上により，
U =

∪
λ∈Λ

([0, 1] ∩ Vλ) ∈ σ(I)

である．

後者について：I の元を任意に一つとる．定義よりこれは

[0, 1] ∩ (−∞, a]

と書ける．aの値によってこの集合は次のように変わる．

[0, 1] ∩ (−∞, a] =


∅ (a < 0)

[0, a] (0 ≤ a < 1)

[0, 1] (1 ≤ a)

.

∅ ∈ B[0, 1]である．また，ε = 1−a
2 とおけば，

[0, a] =
∩
n∈N

(
[0, 1] ∩

(
−1, a+

ε

n

))
であるから，[0, a] ∈ B[0, 1]である．そして，[0, 1] = [0, 1] ∩ (−1, 2)なので*4，[0, 1] ∈ B[0, 1]で
ある．

以上により
B[0, 1] = σ(I)

である．

6.2 I − γfπ の逆行列について

補題を再掲する．

補題. I − γfπ には逆行列が存在し，それは次の行列の等比級数である．

(I − γfπ)−1 =
∑
n≥0

(γfπ)
n
.

証明は二段階に分けて行う．

まず，無限級数
∑
n≥0

(γfπ)
n が存在すると仮定する．これが I − γfπ の逆行列になっていること

を示す．

(I − γfπ)
∑
n≥0

(γfπ)
n
=

∞∑
n≥0

(γfπ)
n − γfπ

∞∑
n≥0

(γfπ)
n

=(γfπ)
0
+

∞∑
n≥1

(γfπ)
n −

∞∑
n≥1

(γfπ)
n

=I.

*4 [0, 1]の開集合である．
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同様に， ∑
n≥0

(γfπ)
n
(I − γfπ) = I.

次に，無限級数
∑
n≥0

(γfπ)
n が存在することを示す．そのためにいくつかの線形代数の命題を利

用する．齋藤 [6,pp207,定理 2.1,pp217,定理 3.1]を参考にした．

定理 6.2. 実数列のべき級数
∞∑
k=0

akx
k の収束半径を ρとする．行列X の特性根 (固有多項式の根)

の絶対値が全て ρ より小さければ，行列 X のべき級数
∞∑
k=0

akX
k は存在する．そうでなければ，

この行列のべき級数は発散する．

実数列のべき級数
∑
n≥0

γnxn の収束半径が |x| ≤ 1 である．したがって定理 6.2 より，∑
n≥0

γn (fπ)
n が収束するためには fπ の固有値の絶対値が 1以下であればよい．

定理 6.3 (ペロンフロベニスの定理). Aを非負正方行列とする．すなわち，Aの成分が全て非負

であるとする．この時，以下が成立する．

1. Aは非負の実固有値を持つ．

2. Aの非負固有値のうち，最大のものを αとする．αに対する非負固有ベクトルが存在する．

αのことを特に Aのフロベニウス根という．

3. Aの任意の固有値の絶対値は α以下である

4. A⊤ のフロベニウス根は αと等しい

補題 6.4. fπ は 1をフロベニウス根に持つ．したがって，fπ の任意の固有値の絶対値は 1以下．

証明. dを成分が全て 1の 16次元のベクトルとする．確率行列の性質より明らかに

fπd = d

である．したがって，fπ は 1を固有値に持つ．

αを fπ の任意の固有値とする．xを αに対応する固有ベクトルとする．∥x∥∞ = |xk|とする．
固有ベクトルの定義から

αxk =

16∑
j=1

fπ
kjxj

であるから，この両辺の絶対値を取ると次のようになる．

|α| |xk| ≤
16∑
j=1

fπ
kj |xj | ≤

16∑
j=1

fπ
kj |xk| = |xk| .

|xk| ̸= 0より，両辺をこれで割れば
|α| ≤ 1
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を得る．

以上により，等比級数
∞∑

n=0

(γfπ)
n は存在する．

6.3 行列ノルム ∥A∥について

ここで示すことは以下である．

• ベクトルの∞-ノルムから行列の∞-ノルムが誘導されること

• ベクトルの∞-ノルムと行列の∞-ノルムが両立すること

補題 6.5. ベクトルの∞-ノルムから誘導される行列ノルムを ∥A∥ とすると，それは次である．A

を n次正方行列とするとき

∥A∥ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

である．

証明. 誘導されるノルムの定義から，∥A∥ = max
x∈Rn,∥x∥∞≤1

∥Ax∥∞ なので，

max
x∈Rn,∥x∥∞≤1

∥Ax∥∞ ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | , max
x∈Rn,∥x∥∞≤1

∥Ax∥∞ ≥ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

を示せばよい．

x ∈ Rn で ∥x∥∞ ≤ 1なるものを任意に取る．

∥Ax∥∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | |xj | ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | × 1 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

xは ∥x∥∞ ≤ 1なるもので任意に取ったから

max
x∈Rn,∥x∥∞≤1

∥Ax∥∞ ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

i 行目が
n∑

j=1

|aij| を最大にする行だとする (そのような行が複数ある場合は初めの行を採用す

る)．ベクトル y ∈ Rn を次のように定義する．

yj =

{
1 (aij ≥ 0)

−1 (aij < 0)
.
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明らかに，∥y∥∞ = 1 ≤ 1である．

n∑
j=1

|aij | =
n∑

j=1

|aijyj | =
n∑

j=1

aijyj =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijyj

∣∣∣∣∣∣
≤ max

1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijyj

∣∣∣∣∣∣ = max
1≤i≤n,∥y∥∞≤1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijyj

∣∣∣∣∣∣ = ∥A∥ .

補題 6.6. ベクトルの∞-ノルムと行列の∞-ノルムは両立する．即ち，

∥Ax∥∞ ≤ ∥A∥ ∥x∥∞

が成立する．

証明. 誘導されるノルムの定義より，

∥A∥ = max
x∈Rn,∥x∥∞ ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

である．よって y ∈ RRn, ∥y∥∞ ̸= 0を任意に一つとると

∥A∥ ≥
∥Ay∥∞
∥y∥∞

.

したがって，
∥Ax∥∞ ≤ ∥A∥ ∥x∥∞ .
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